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摘 要 

本文主要介绍近十几年来在非线性随机动力学与控制哈密顿理论体系方面的研究成

果，包括高斯白噪声激励下耗散的哈密顿系统的精确平稳解与等效非线性系统法，拟哈密顿

系统随机平均法，拟哈密顿系统的随机稳定性、随机分岔、首次穿越及非线性随机最优控制

理论方法，同时也简要介绍与之相关的非线性随机动力学的一般发展，并指出若干今后有待

进一步研究的问题。 

1 引 言 

随机动力学源于一世纪前对布朗运动定量描述的研究。上世纪 40、50 年代，先后发

展了通信工程中的随机噪声理论，航空航天与机械等工程中的随机振动，土木与海洋等工程

中随机结构动力学。自上世纪 60 年代开始，理论研究主要转向非线性系统的随机响应，随

机稳定性及随机最优控制。虽然在这些方面也已取得很大的进步[1-23]，但在多自由度强非

线性系统的随机动力学与控制方面进展甚微。 

过去十几年中，本人与其合作者将非线性随机动力学系统表为随机激励的耗散的哈密

顿系统，并按相应哈密顿系统的可积性与共振性将系统分成不可积、可积非共振、可积共振、

部分可积非共振、部分可积共振五类，提出与发展了随机激励的耗散的哈密顿系统理论，包

括高斯白噪声激励下耗散的哈密顿系统的五类精确平稳解与等效非线性系统法，拟哈密顿系

统随机平均法，拟哈密顿系统的随机稳定性、随机分岔、首次穿越及非线性随机最优控制理

论方法。上述研究成果构成了一个非线性随机动力学与控制的哈密顿理论体系，为解决多自

由度强非线性系统的随机动力学与控制这个极为困难的问题提供了一系列崭新而有效的理

论方法[24]，本文中理论方法也适用于拟线性系统与线性系统。本文着重介绍这方面的研究

成果。 
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*本文是在发表于 ASME Applied Mechanics Reviews, July 2006,59:230-248 的 Nonlinear 
stochastic dynamics and control in Hamiltonian formulation 与发表于马兴瑞主编《动力学、振
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2 非线性随机动力学系统的哈密顿提法和分类 

一个 n 自由度受控的非线性随机动力学系统可用下述 n 对方程描述： 
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式中 iQ 、 iP 分别为广义位移与广义动量 Q= 1 2 n[ , , , ]TQ Q Q ，P= 1 2 n[ , , , ]TP P P ；H=H(Q,P)为具

有连续偏导数的哈密顿函数； ijc = ijc (Q,P)表示拟线性阻尼系数； ikf = ikf (Q,P)表示随机激励

幅值； ( )k tξ 为随机过程，特殊情形下包括概周期、同期或谐和函数； iu = iu (Q,P)表示反馈

控制力。(1)所描述的系统为受控的、随机激励的、耗散的哈密顿系统。注意，本文中采用

了 Einstein 求和规则。 

系统(1)的核心是相应的哈密顿系统，它可用下列哈密顿方程描述： 
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此处假定哈密顿系统是自治的，用哈密顿函数 H=H(q,p)表征。对机械/结构系统，哈密顿函

数表示系统的总能量，它在系统运动过程中守恒。一个动力学量 i iH H= (q, p)称为首次积分

(运动积分，或守恒量)，若 [ , ] 0iH H = ；两个首次积分 iH 与 jH 称为对合，若[Hi, Hj]=0，其
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为 iH 和 jH 的泊松括号。哈密顿系统可按独立、对合的首次积分 1H (q, p) = H (q, p), 2H (q, 

p), , ( , )rH q p 的个数进行分类[25]。若 r=1, 称该哈密顿系统为不可积的;若 r=n, 称该哈密顿

系统为(完全)可积的，若 1<r<n，则称该哈密顿系统为部分可积的。 

对可积哈密顿系统，原则上可引入作用角变量 iI 与 iθ , i=1,2,…, n。籍此，哈密顿函数可

表为 H=H(I)，I= 1 2 n[ , , , ]TI I I 。而可积哈密顿系统的运动方程为 
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式中 ( )iω I 为该哈密顿系统的 n 个频率。方程(4)之解为 

 ,  (i i iI const θ ω= = I )     i=1,2,it δ+ , n                     (5) 



 

式中 iδ 为积分常数。注意，作用角变量为全局变量，方程(4)与(5)适用于整个相空间，这一

点对研究多自由度强非线性系统的随机动力学很重要。一个可积哈密顿系统称为共振的，若

至少存在一个如下的共振关系： 

( ) 0, 1, 2, , ; 1, 2, ,u
i ik i n uω α= = = I                         (6) 

式中 u
ik 为整数，对固定的 u 不全为零;否则，可积哈密顿系统称为非共振的。 

部分可积哈密顿系统这一概念乃由作者为研究随机激励的耗散的哈密顿系统而引入的，

原则上，一个部分可积哈密顿系统可用正则变换变成一个由一个可积与一个不可积哈密顿子

系 统 组 成 的 系 统 ， 前 者 具 有 首 次 积 分 1 1 1( , ),H q p 2 2 2( , ), ,H q p  1 1 1( , )r r rH q p− − − , 或

1 1 2 2( ), ( ),H I H I , 1 1( )r rH I− − ，后者的哈密顿函数为 ( , , ; , , )r r n r nH q q p p  。因此，一个部分

可积哈密顿系统也可是非共振或共振的，取决于可积哈密顿子系统是共振的还是非共振的。 

于是，按其可积性与共振性，哈密顿系统又可分成五类：不可积、可积非共振、可积共

振、部分可积非共振、部分可积共振。不同类的哈密顿系统的性态是不同的，例如，可积非

共振哈密顿系统的运动是概周期的，单个轨线最终均匀覆盖 n 维环面。不可积哈密顿系统在

能量达到一定值后运动是混沌的，并在 2n-1 维等能量椭球面上遍历。 

迄今，尚无识别哈密顿系统是否可积的一般方法，但有一些识别特殊类型哈密顿系统可

积性方法，如 Hamilton-Jacobi 法[26,27], Lax 对法[26,27], Painlevé 奇性分析法[25,28], 

Whittaker 可积势[29], Poincare 映射法[30]。 

方程(1)所描述的受控的、随机激励的耗散的哈密顿系统也可按其相应哈密顿系统的可

积性与共振性分成五类。这一分类极为重要，因为已证明系统的精确与近似平稳解的泛函形

式取决于相应哈密顿系统的可积性与共振性。应指出，非线性随机动力学系统的哈密顿提法

最早由 Fuller[31]给出，也曾为 Soize [7]与 Zhu 等[32,33]用于得到精确平稳解，但他们没有

对系统按可积性与共振性进行分类，因此，他们只能得到能量等分的精确平稳解，而得不到

能量非等分的精确平稳解。 

上述哈密顿系统都是有限偶数维的，常称为经典哈密顿系统。然而许多学科中的保守系

统是奇数维或无穷维的。为使哈密顿系统理论应用于这些情形，提出了广义哈密顿系统概念。

此外，具有某些对称性的经典哈密顿系统可约化为较低维数的广义哈密顿系统，例如，三自

由度刚体定点运动的 Euler 情形可约化为三维广义哈密顿系统。自 20 世纪 50 年代以来，广

义哈密顿系统理论已取得重要进展，此处只考虑有限维广义哈密顿系统。 



 

以 1 2[ , , ]T
mx x x x=  表示状态变量。一个 m 维广义哈密顿系统可用如下方程描述 
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式中 ( )H x 为哈密顿函数， [ , ]F G 为 F 与G 的泊松括号 
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( )ijJ x 为结构矩阵 ( )xJ 的元素，当它满足 Darboux 定理条件时，运动方程可化为 
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与经典哈密顿方程(2)相比，仅多了最后一个方程。 sZ 常称为 Casimir 函数。 

类似于经典哈密顿系统，广义哈密顿系统也可按可积性与共振性分成不可积，可积非共

振，可积共振，部分可积非共振，部分可积共振五类。各类系统的运动性态比相应各类经典

哈密顿系统稍复杂，但在辛叶( sZ 为常数)上是一样的。 

类似于系统(1)，可研究受控的、随机激励的、耗散的广义哈密顿系统，其运动方程形

为： 
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3 精确平稳解 

一个动力学系统对高斯白噪声的响应是一个扩散(马尔柯夫)过程，其转移概率密度由

Fokker-Planck-Kolmogrove (FPK)方程支配。获得随机激励的非线性动力学系统的精确平稳解

的唯一途径是在适当的边初值条件下推导与求解 FPK 方程。只有对很特殊的一维非线性系

统可得 FPK 方程的精确瞬态解[34]。对二维与高维非线性系统，只对若干类系统得到精确平

稳解。早期的精确平稳解结果可在 Fuller 的综述[31]中找到。1980、1990 年代，在这方面取

得了很多进步[7，35-39]。直到 1990 年代初，所有得到的多自由度非线性随机系统精确平稳

解都与古典统计力学中的 Maxwell-Boltzmann 分布紧密相关，都具有能量在多自由度之间等

分的性质。对随机激励的耗散的哈密顿系统，这一性质表现为平稳概率密度是哈密顿的函数。

另一方面，多自由度线性系统在高维白噪声外激下的精确平稳解为高斯的，具有能量非等分

性质。这两类解的不一致性由在多自由度非线性随机系统的哈密顿提法中引入可积性与共振

性得以克服。 

考虑系统(1)的一个特殊情形，即一个耗散的哈密顿系统受高斯白噪声激励，其运动方



 

程形为 
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, 1, 2, , ; 1, 2, ,i j n k m= =       

式中 ( )kW t 是 Stratonovich 意义上的高斯白噪声，其相关函数为 [ ( ) ( )]k lE W t W t τ+ 2 ( )klD δ τ= . (11)

可改写成 Stratonovich 随机微分方程，然后加上 Wong-Zakai 修正项转化成 ˆIto随机微分方程。 

Wong-Zakai 修正项可分成保守与耗散两部分，并可分别与 / iH Q′−∂ ∂ 和 /ij jc H P′− ∂ ∂ 合并成有

效保守力 / iH Q−∂ ∂ 和有效阻尼力 /ij jm H P− ∂ ∂ 。完成这些步骤后,(11) 变成 
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式中 H=H(Q,P)与 ij ijm m= (Q,P)分别为变更后的哈密顿函数与阻尼系数； ( )kB t 是标准 Wiener

过程； ( , )ik ikσ σ= Q P ， 2( )T = TσσfDf 。由(12)知， [ ]T T T=Z Q ,P 是一个矢量扩散过程，其转

移概率密度由 FPK 方程支配。一般得不到该 FPK 方程的精确瞬态解。因此，此处仅考虑精

确平稳解。精确平稳概率密度由下列简化 FPK 方程支配： 

2
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式中 ij ik jkb σ σ= ， ( ) ( )i j
ij ij jib b b= + 。方程(13)在无穷远处无概率流的边界条件下求解。 

3.1 不可积情形 

已证[32,33,40],若相应变更后的哈密顿系统不可积，则(13)的精确解形为 

( , )( , ) exp[ ( )] |H HC Hρ λ == −q p q p                        (14) 

式中 C 为归一化常数， ( )Hλ 称为概率势，它是下列 n 个一阶线性常微分方程之解： 
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若能找到满足(15)中所有 n 个方程的一致的 / ( )d dH h Hλ = ，则 
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精确平稳解乃由(16)代入(14)得到。高斯白噪声激励下，两自由度振动碰撞系统的精确平稳

解是这类解的一个例子[41]。 

3.2 可积非共振情形[40] 

若相应变更后哈密顿系统可积非共振，则方程(13)的精确解形为 

( , )( , ) exp[ ( )] |Cρ λ == − H H q pq p H                         (17) 

式中 1 2[ , , , ]T
nH H H=H  是相应哈密顿系统 n 个独立、对合首次积分组成的矢量，λ(H)是下

列 n 个一阶线性偏微分方程之解： 
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若可从中找到作为 iH 的函数之解 / sHλ∂ ∂ ，并满足下列相容性条件： 
2 2
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(20)右边第 2 项是一个线性积分，被积函数对 s=1,2,…,n 求和。精确平稳解乃由(20)代入(17)

得到。注意，在(17)-(20)中 H 可代之以作用矢量 I。受线性与(或)非线性阻尼及高斯白噪声

外激与(或)参激的线性自治哈密顿系统与耦合 Duffing 振子的精确平稳解[40]是这类解的例

子。Cai and Lin [42]得到的精确平稳解是这类解的特殊情形。 

3.3 可积共振情形 

若相应变更后的哈密顿系统可积共振，有α 个形如(6)的共振关系，则精确平稳解形为 

ρ(q, p)=Cexp[-λ(I,ψ)]                           (21) 

式中ψ= T
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u i ikψ θ= 为角变量组合，λ(I,ψ)是下列一阶线性偏微分方程组之
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若可从中找到作为 iI 、 vψ 的函数的 / sHλ∂ ∂ 、 / uλ ψ∂ ∂ ,且满足类似于(19)的相容性条件,则  

λ (I,ψ)= 
0 0
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s u
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精确平稳解乃由(23)代入(21)得到。鉴于 H=H(I), 若 I 代之以 H，(21)-(23)仍适用。在线性



 

与(或)非线性阻尼及高斯白噪声外激与(或)参激下具有共振关系(6)的两自由度线性自治哈密

顿系统的精确平稳解是这类解的例子。 

3.4 部分可积非共振情形[43] 

若相应变更后哈密顿系统为部分可积非共振，有 r 个独立、对合的首次积分，则精确平

稳解形为 

( , )1 11( , ) exp[ ( )] | q pCρ λ == − H Hq p H                     (24) 

式中 H1 1 2[ , , , ]T
rH H H= 

，λ(H1)是下列 n 个一阶线性偏微分方程之解： 
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若可从中找到作为 iH 函数的 / sHλ∂ ∂ ，且满足类似于(19)的相容性条件，则 

λ (H1)= 
0

( ) sH

s
s
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u
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+
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精确平稳解乃由 (26) 代入(24)得到。若 1 2, , rH H H 代之以 1 2 1, , rI I I − ， rH ，则(24)-(26)仍

适用。在线性与非线性阻尼及高斯白噪声外激下的部分可积哈密顿系统的精确平稳解是这类

解的例子[43]。 

3.5 部分可积共振情形[43] 

若相应变更后的哈密顿系统部分可积共振，有 r 个独立、对合的首次积分，有 β 个形如 

(6)的共振关系, 则精确平稳解形为：  

( , ) exp[ ( )]Cρ λ ′′ ′= −q p I ,ψ r, H                       (27) 

式中 '
1 2 1 1 2[ , , , ] , [ , , , ]T T

rI I I βψ ψ ψ−= = I 'ψ ， ( , , )rHλ ' 'I ψ 是下列 n 个一阶线性偏微分方程之

解：  

( ) ( ) ( ) 0,  

, 1, 2, ,   ;   1, 2, , 1   ;   1, 2, ,

i i vr
ij ij ij

j j j j r j v

I HHm b b
p p p I p H p

i j n r v

η

η

ψλ λ λ
ψ

η β

∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = − =  

         (28) 

若可从中找到作为 , ,r vI Hη ψ 的函数的 / Iηλ∂ ∂ 、 / rHλ∂ ∂ 、 / vλ ψ∂ ∂ ，且满足类似于(19)的相

容性条件, 则  

' '

0 0 0
( , , ) ( ,0, ) r vI H

r r v
r v

H du dv dw
u v w

η ψ

η
η

λ λ λλ λ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫0 0I ψ          (29) 

精确平稳解乃由(29)代入(27)得到。若 Iη 代之以 Hη ，则(27)-(29)仍适用。这类解的例子可在 

[43]中找到。 



 

陀螺力通常从广义势导出，后者为哈密顿函数的一部分。上述求精确平稳解的理论与

步骤同时适用于非陀螺与陀螺系统[44]。也同时适用于下列更为一般的系统： 

( )

[ ( ) ( , ) ] ( , ) ( )

i
i

i ij ik k
i j

Hd Q D dt
P

H HdP D m dt dB t
Q P

σ

∂
=

∂
∂ ∂

= − + +
∂ ∂

Q

Q Q P Q P
              (30) 

式中 D(Q)为 Q 的任意函数。(30)的精确平稳解形为 

* ( , )( , )
( )D

ρρ =
q pq p

q
                             (31) 

式中ρ(q, p)是(30)在 D(Q)=1 时之精确平稳解。此外，已得到一些耗散的可积哈密顿系统在

谐和与高斯白噪声共同激励下的精确平稳解[45]。 

应指出，解(14)具有各自由度之间能量等分的性质，阻尼与随机激励只控制系统的总能

量。另一方面，解(17) 、(21) 、(24)及(27)，类似于线性系统在高斯白噪声外激下的解，具

有能量非等分的性质，系统的能量及其在各自由度之间的分配都可由阻尼力与随机激励大小

及分布控制。因此，得到能量非等分精确平稳解(17)、(21)、(24)及(27)打破了 60 多年来只

有能量等分精确平稳解的局限，并使非线性随机系统的精确平稳解与在高斯白噪声外激下的

线性系统的精确平稳解一致起来。 

高斯白噪声激励下的耗散的哈密顿系统精确平稳解的求解理论与步骤已推广到高斯白

噪声激励下的耗散的广义哈密顿系统，得到了不可积，可积非共振，可积共振，部分可积非

共振，部分可积共振五种情形的精确平稳解[46]。 

 

4 等效非线性系统法 

精确平稳解的存在条件(15)、(18)、(22)、(25)、(28)及相应相容性条件常常是很严厉的

限制，许多工程实际系统并不满足。然而，给定高斯白噪声激励下耗散的哈密顿系统，有可

能找到具有精确平稳解的等效非线性随机系统，其性态与给定系统的性态在某种统计意义上

十分接近。于是，可取等效系统的精确平稳解作为给定系统的近似平稳解，这就是等效非线

性系统法。等效非线性系统法(等效非线性微分方程法，或等效非线性化法)乃首先由

Caughey[47]提出，虽然 Lutes[48]更早将之应用于滞迟系统。1980、1990 年代，曾有许多发

展[49-52]。然而，所有这些方法只适用于单自由度非线性随机系统，仅加权残数法[8]按多

自由度非线性随机系统提出。 

发展等效非线性系统法的前提是已有足够多精确平稳解。因此，随着有愈来愈一般的精



 

确平稳解，等效非线性系统法也随之发展。鉴于已得到五类多自由度随机激励的耗散的哈密

顿系统的精确平稳解，也就有可能为相应的非线性随机系统发展等效非线性系统法。随机激

励的耗散的哈密顿系统的等效非线性系统取决于相应哈密顿系统的可积性与共振性。已提出

了三种求等效非线性系统及其精确平稳解的准则，它们是给定系统与等效系统阻尼力之差的

均方值最小，两系统阻尼耗能之差均方值最小，及两系统独立、对合首次积分的时间变化率

的期望相等。 

设给定的高斯白噪声激励下多自由度耗散的哈密顿系统的 ˆIto方程形为  

( ) ( )

, 1, 2, , ;  1, 2, ,

i
i

i ij ik k
i j

Hd Q dt
P

H HdP M dt dB t
Q P

i j n k m

σ

∂
=
∂
∂ ∂

= − + +
∂ ∂

= = 

                       (32) 

其等效非线性随机系统的 ˆIto随机微分方程形为(12), 它有与(32)相同的哈密顿函数与随机激

励，仅阻尼系数不同。给定系统与等效系统之差为 

( )   ,  , 1, 2, ,i ij ij
j

Hm M i j n
P
∂

∆ = − =
∂

                       (33) 

它表示两系统第 i 个自由度之间阻尼力之差。 

 

4.1 不可积情形 [53] 

若具有哈密顿函数 H 的哈密顿系统为不可积，则等效非线性系统(12)将具有形为(14)

的精确平稳解，方程(33)中之 ijm 应满足方程(15)。于是 

( )
( )[ ( ) ]

i
iji

i ij ij
j j

bHb h H M
p p

∂∂
∆ = − −

∂ ∂
                        (34) 

第一个准则是 

( )
min E[ ]i ih H

∆ ∆                                (35) 

它导致下列 h(H)的表达式： 
( )

( )
2

1

( ) ( )
2

1

[( )( / )]
( )

[( )( ) / )]

i
ij i

ij ij n
j j j

i i
ij ij n

j j

bH H HM b d dp dp
p p p p

h H
H H Hb b d dp dp
p p p

Ω

Ω

∂∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∫

∫

q

q





               (36) 

第二个准则为 

( ) ( )
min [ ] min [( )( )]i i

e e i ih H h H
i i

H H
E E

p p
∂ ∂

∆ ∆ = ∆ ∆
∂ ∂

                    (37) 



 

它导致下列 h(H)的表达式： 
( )

( )
2

1

( ) ( )
2

1

[ ( )( / )]
( )

[( )( ) / )]

i
ij i

ij ij n
i j j i j

i i
ij ij n

i j i j

bH H H H HM b d dp dp
p p p p p p

h H
H H H H Hb b d dp dp
p p p p p

Ω

Ω

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∫

∫

q

q





           (38) 

第三个准则为 

[ ] 0eE ∆ =                                 (39) 

它导致如下 h(H)的表达式： 
( )

2
1

( )
2

1

[ ( ) / ]
( )

[( ) / ]

i
ij

ij n
i j j

i
ij n

i j

bH H HM d dp dp
p p p p

h H
H H Hb d dp dp
p p p

Ω

Ω

∂∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∫

∫

q

q





                 (40) 

在(36)、(38)及(40)中， 

1 2 1 2{( , , , , , ) | ( , ;0, , ) }n n n nq q p p H q q p p HΩ = ≤                  (41) 

式中 1 2( , ,0, , )n nH q q p p  是在 1 0p = 时的哈密顿函数，H 是哈密顿函数的某个值。将(36)、

(38)或(40)中之 h(H)代入(16)，然后代入(14)，就得到等效非线性系统(12)的精确平稳解与给

定系统(32)的近似平稳解。两个非线性耦合的 van der pol 振子在高斯白噪声参激下的近似平

稳解就是用这一方法得到的[53]。与 Monte Carlo 模拟结果的比较表明，当非线性耦合较强

与激励强度较大时，该法给出较好的结果，因为在这些情形下不可积性较强。 

4.2 可积非共振情形[54] 

若哈密顿函数为 H 的哈密顿系统可积非共振，其等效非线性系统 (12)将具有形为 (17)

的精确平稳解，(33)中 ijm 应满足条件(18)。此时，三个准则依次导致下列确定 / sHλ∂ ∂ 的方

程： 

1

( )
( ) ( )[( )( ) / )]

i
iji is s

ij ij ij
j s j j j

bH HHb M b d
p H p p p

λ
Ω

∂∂ ∂∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫
H q
p

=0             (42) 

1

( )
( ) ( )[ ( )( ) / )]

i
iji is s

ij ij ij
i j s j j i j

bH HH H Hb M b d
p p H p p p p

λ
Ω

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫
H q
p

=0         (43) 

1

( )
( )[ ( ) / ] 0

i
iji s

ij ij
i j s j j

bHH Hb M d
p p H p p

λ
Ω

∂∂∂ ∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫
H q
p

               (44) 

式中 | ∂H/ ∂ P|是从 P 变换到 H 的 Jacobi 矩阵的行列式的绝对值。而 

1
1

{ | ( , ) }
n

i i
i

H H
=

Ω = ≤0


q q                          (45) 



 

若可从(42)、(43)或(44)中得 / sHλ∂ ∂ ，并满足相容性条件(19)，则给定系统(32)的近似平稳解

乃由将 / sHλ∂ ∂ 代入(20)再代入(17)得到。若可得到 n 个作用变量，则可导出以 sI 取代 sH 的

类似方程。 

4.3 可积共振情形[55] 

若具有哈密顿函数 H 的哈密顿系统可积共振，其等效非线性系统(12)将具有形为(21)

的精确平稳解，(33)中 ijm 应满足(22)。此时，三个准则分别导致下列确定 / sIλ∂ ∂ 、 / uλ ψ∂ ∂ 的

表达式： 

 
2

10
0i

i d
g

π

µ

δδ
δ
δ

=∫ θ                              (46) 

    
2

10
0i

i
i i

H H d
p p g

π

µ

δδ
δ

δ
∂ ∂

=
∂ ∂∫ θ                           (47) 

2

10
0s

i
i

I
d

p
π

δ
∂

=
∂∫ θ                              (48a) 

  
2

10
0u

i
i

d
p

π ψ
δ

∂
=

∂∫ θ                             (48b) 

式中 , 1, 2, , ;  1, 2, , ;i s n nµ α= = +  1,2, , ,u α=  1 1 2[ , , , ] ;T
n αθ θ θ −= θ

2

10
[ ]d

π
•∫ θ  表示 ( n α− )重

积分， 

( )
( ) ( )

i
iji s u

i ij ij
j s j u j j

bI Hb M
p I p p p

ψλ λδ
ψ

∂∂ ∂∂ ∂ ∂
= + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                  (49) 

/     ,     1, 2, ,            
/   ,   1, ,

s

u

I s n
g

n u n nµ

λ µ
λ ψ µ α
∂ ∂ = =

= ∂ ∂ = + = + +





                   (50) 

若可从 (46)、(47)或(48)中解得 / sIλ∂ ∂ 、 / uλ ψ∂ ∂ ，并满足类似于(19)的相容性条件，则给定

系统(32)的近似平稳解由将 / sIλ∂ ∂ 、 / uλ ψ∂ ∂ 代入(23)，然后代入(21)得到，曾用这种方法得

到非线性阻尼耦合的两个频率相同的线性振子在高斯白噪声外激下的近似平稳解。 

 

4.4 部分可积非共振情形[56] 

若具有哈密顿函数 H 的哈密顿系统为部分可积非共振，则等效非线性(12)将具有形如

(24)的精确平稳解，(33)中 ijm 将满足(25)。此时，三种等效准则依次导致下列确定 / sHλ∂ ∂ 的

方程： 

2

( )
( ) ( )

1
1

[( )( ) / ( )] 0
i r

iji is s v
ij ij ij r n

vj s j j j v

bH H HHb M b d dp dp
p H p p p p

λ
+Ω

=

∂∂ ∂ ∂∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∏∫ q         (51) 



 

2

( )
( ) ( )

1
1

[ ( )( ) / ( )] 0
i r

iji is s v
ij ij ij r n

vi j s j j i j v

bH H HH H Hb M b d dp dp
p p H p p p p p

λ
+Ω

=

∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∏∫ q      (52) 
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1
1

[ ( ) / ( )] 0
i r

iji s v
ij ij r n

vi j s j j v

bH HH Hb M d dp dp
p p H p p p

λ
+Ω

=

∂∂ ∂∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∏∫ q           (53) 

式中 i, j=1, 2,  ,n; s=1, 2,  ,r, 
1

2 1 1
1

{( , , , ) | ( ( ,0) ) ( , ,0, , ) }
r

r n r r n r n rp p H q H H q q p p Hµ µ µ
µ

−

+ +
=

Ω = ≤ ≤q   

 

      (54) 

表示所有不等式同时满足。若可从(51)、(52)或(53)中解得 / sHλ∂ ∂ ,并满足类似于(19)的相

容性条件，则给定系统(32)的近似平稳解由将 / sHλ∂ ∂ 代入(26)，然后代入(24)得到。若可得

到作用量的显式，则可得以 sI 代 sH 的类似方程。曾用该法得到由两个阻尼耦合的线性振子

与一个不可分离两自由度非线性振子组成的系统在高斯白噪声外激下的近似平稳解，其结果

与数字模拟结果甚为吻合。 

 

4.5 部分可积共振情形[56] 

若具有哈密顿函数 H 的哈密顿系统为部分可积共振，有 β 个形为(6)的共振关系，则等

效非线性系统(12)的精确平稳解将形为(27)，而(33)中 ijm 将满足(28)。此时，三个等效准则将

依次导致下列确定 / Iηλ∂ ∂ 、 / rHλ∂ ∂ 、 / vλ ψ∂ ∂ 的方程： 

3

2

1 20
( / ) 0i r

i r n r n
r

H dq dq dp dp d
g p

π

µ

δδ
δ
δ +Ω

∂
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∂∂ ∂
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∂ ∂ ∂∫ ∫   θ             (56)   
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i r n r n
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I H dq dq dp dp d
p p

π η δ +Ω

∂ ∂
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∂ ∂∫ ∫ θ                  (57a) 
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i r n r n
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H H dq dq dp dp d
p p

π
δ +Ω

∂ ∂
=

∂ ∂∫ ∫ θ                 (57b)           
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( / ) 0v r

i r n r n
i r

H dq dq dp dp d
p p

π ψ
δ +Ω

∂ ∂
=

∂ ∂∫ ∫ θ                 (57c) 

=1,2, , ; 1, 2, , ;   i n rµ β= +  1,2, , 1;  1, 2, ,r vη β= − =   

式中 2 1 2 1[ , , ]T
r βθ θ θ − −= θ   
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,      = =1,2, ,r-1
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I
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r v r r
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µ η

µ
ψ µ β
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
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
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                                             (58) 

3 1 1{( , , , , , ) | ( , , ,0, , , ) }r n r n r r n r n rq q p p H q q p p H+ +Ω = ≤     

若可从(55)、(56)或(57)中解得 / Iηλ∂ ∂ 、 / rHλ∂ ∂ 及 / vλ ψ∂ ∂ ，且满足形如(19)的相容性条件，

则给定系统(32)的近似平稳解由将 / Iηλ∂ ∂ 、 / rHλ∂ ∂ 、 / vλ ψ∂ ∂ 代入(29)，然后代入(27)得到。

曾用该法得到 4.4 中提到的系统在线性子系统的两个频率相同情形的近似平稳解，并为

Monte Carlo 模拟结果证实。  

顺便指出，(42)-(44), (46)-(48), (51)-(53), (55)-(57)，在完成积分后，是未知量 / sHλ∂ ∂ 等

的线性代数方程，很容易求解。与等效线性化相反，此处不必迭代求解，许多情形下还可求

得平稳概率密度的解析表达式。而且，由于给定系统与等效系统具有相同哈密顿函数与随机

激励，在等效过程中部分非线性特性保持不变，因而此处给出的等效非线性系统法能预测非

高斯响应。 

高斯白噪声激励下耗散的哈密顿系统等效非线性系统法已推广到高斯白噪声激励下

耗散的广义哈密顿系统，得到了不可积，可积非共振，可积共振，部分可积非共振，部分可

积共振五种情形的近似平稳解[46]。 

 

5 随机平均法 

在许多物理与工程非线性随机系统中，常可按时间尺度将响应分成两类：快变过程与慢

变过程。例如，在一个拟保守随机系统(即一个线性或非线性保守系统受小线性与(或)非线性

阻尼及弱随机外激与(或)参激)中，位移与速度是快变过程，而振动幅值与能量包线是慢变过

程。应用中，人们常常主要对慢变过程感兴趣，因为他们表征系统的长时间性态。平均法的

目的是将快变量平均掉，导出关于慢变量的近似方程，它比原方程简单、维数低。一般地，

随机平均同时包含随机平均与确定性平均，两者可先可后。随机平均计及随机激励乘以相关

响应的平均效应，物理上宽带随机激励代之以数学上高斯白噪声激励。于是，慢变响应量近

似代之以矢量扩散过程，对此可用 FPK 方程法。另一方面，确定性平均则应用于其他项以消

除原方程中叠加于缓慢漂移上的小的快速波动以进一步简化方程，甚至降低慢变方程的维数。

这样，随机平均法成为求解非线性随机动力学问题，包括响应预测、稳定性及首次穿越分析



 

等的有力工具。直至 1990 年代，在非线性随机动力学中广泛应用的随机平均法主要有两种。

一种是标准随机平均法，或 Stratonovich 随机平均法， 它由 Stratonovich [57]于 1960 年代初

基于物理考虑提出，而后由 Khasminskii [58], Papanicolaou 与 Kohler [59]及 Blankenship 与

Papanicolaou [60]数学上加以证明，适用于受宽带随机激励或谐和与宽带共同激励的多自由度

拟线性系统。二是能量包线随机平均法或拟保守平均法，它由 Landa 与 Stratonovich [61]与 

Khasminskii [62] 分别提出，适用于单自由度拟保守系统受高斯白噪声激励。后一随机平均法

已被推广于宽带随机激励[63-66]、谐和与白噪声共同激励[67]、有界噪声激励[68]。最近，对

具有中心平衡点的单自由度哈密顿系统受小阻尼与高斯白噪声激励的随机激励的随机平均法

进行了严密考察[69]，并发展了具有鞍点的单自由度哈密顿系统在小阻尼与高斯白噪声激励

下的随机平均理论[70,71]。在后一情形，约化的空间为图，极限扩散过程在图的顶点有粘连

条件。对随机平均法的发展与应用的更多贡献可在专著[2,3,5,8]、会议录[16-20]及评述论文 

[23,72-74]中找到。发展拟哈密顿系统与拟广义哈密顿系统的随机平均法的目的是将随机平均

法推广于多自由度强非线性拟保守随机系统。 

考虑无控制，即 0iu = 时系统(1)。当阻尼小、随机激励弱时，或由随机激励输入系统的

能量与阻尼耗散系统能量之差比系统本身的总能量为小时，(1)称为拟哈密顿系统。相应哈密

顿系统中的首次积分在拟哈密顿系统中变成慢变过程，而其它响应量为快变过程。这些慢变

过程对描述系统的长时间性态极为重要。拟哈密顿系统随机平均法就是将快变过程平均掉，

导出关于慢变过程的平均 ˆIto方程。已证明，平均 ˆIto方程的形式与维数取决于相应哈密顿系

统的可积性与共振性。 

5.1 不可积情形[75] 

假设方程(12)中 

' 1/2 ' , ij ij ik ikm mε σ ε σ= =                            (59) 

式中 '
ijm 、 '

ikσ  为有限量，而哈密顿函数为 H 的相应哈密顿系统不可积。此时，哈密顿是(12)

中唯一的慢变过程，关于哈密顿的 ˆIto方程可由(12)用 ˆIto微分规则得到 

2
' ' ' 1/2 '1( )  ( )

2ij ik jk ik k
j i i j i

H H H HdH m dt dB t
P P P P P

ε σ σ ε σ∂ ∂ ∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
            (60) 

按照 Khasminskii 定理[76],在 0ε → 时，(60)中 H(t)在 1ε − 阶时间区间上弱收敛于一维扩散过

程。该扩散过程的平均 ˆIto方程形为  



 

( ) ( ) ( )dH m H dt H dB tσ= +                          (61) 

式中m、σ 乃在 H 保持常数条件下由对(60)中的漂移与扩散系数作时间平均得到。鉴于相应

哈密顿系统在常数能量面上遍历，时间平均可代之以空间平均。于是，平均漂移与扩散系数

为 

2

1 2
1

1 1( ) [( ) / ]
( ) 2ij ik jk n n

i j i j

H H H Hm H m dq dq dp dp
T H p p p p p

σ σ
Ω

∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫          (62a) 

2
1 2

1

1( ) [( )/ ]  
( ) ik jk n n

i j

H H HH dq dq dp dp
T H p p p

σ σ σ
Ω

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∫               (62b) 

其中Ω由(41)定义，   

1 2
1

( ) (1/ ) n n
HT H dq dq dp dp
pΩ

∂
=

∂∫                         (63) 

平均系统的精确平稳解由求解与平均 ˆIto方程(61)相应的简化 FPK 方程得到，它是  
2

2

0

( )( ) exp{ [ 2 ( )] / ( )] }
H d up H C m u u du

du
σ σ= − −∫                 (64) 

而原系统(12)近似平稳解为  

( , )( , ) [ ( ) / ( )] |H Hp H T Hρ == q pq p                        (65) 

该法已被应用于得到两个非线性耦合的 van der Pol 振子与两自由度振动碰撞系统在高

斯白噪声外激与(或)参激下的近似平稳概率密度与统计量，并为 Monte Carlo 数字模拟结果

证实[41]。 

 

5.2 可积非共振情形[77] 

若相应哈密顿系统可积非共振，(12)中 n 个作用量或 n 个独立、对合的首次积分将是慢

变过程。注意，可积非共振哈密顿系统在 n 维环面上遍历，时间平均可代之以关于 n 个角变

量的空间平均。类似的推导给出下列平均 ˆIto方程：  

( ) ( ) ( )r r rk kdI m dt dB tσ= +I I                         (66) 

1,2, ; 1, 2,r n k m= =   

式中 
22
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r r
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sr
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I IHm m d
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II d
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π

π

σ σ
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π

∂ ∂∂
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∫
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Iθ
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平均系统的精确平稳解 p(I)可按 3.2 中描述的步骤从求解与平均 ˆIto方程(66)相应的简化 FPK

方程得到。原系统(12)的近似平稳解形则为  

1( , ) ( )
(2 )n pρ
π

=q p I                            (68) 

该法已被应用于受高斯白噪声参激的非线性耦合的 van der Pol 与 Duffing 振子，所得近

似平稳概率密度与均方值亦已用数学模拟结果证实。注意，还可导出关于 n 个独立、对合首

次积分的平均 ˆIto方程，并通过求该平均系统的精确平稳解得到原系统的近似平稳解。 

5.3 可积共振情形[77] 

若相应的哈密顿系统可积弱共振，有α 个形为 ( )u
i ik Oω ε= 的弱共振关系，则(12)中 n 个

作用量与α 个角变量组合 u
u i ikψ θ= 为慢变过程，类似的推导给出如下平均 ˆIto方程： 

,

( , ) ( , ) ( )
( , ) ( , ) ( )

1, 2, , ; 1, 2, , ; 1, 2, ,
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α
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IΨIΨ

  

                  (69) 

其中平均漂移系数与扩散系数为 
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, 1, 2, ,i j n=             

可知，平均方程的维数等于相应哈密顿系统独立、对合首次积分数 n 加上共振关系数α 。平

均系统的精确平稳解ρ(I, ψ )可按 3.3 中描述的步骤从求解与平均 ˆIto方程(69)相应的简化

FPK 方程得到。(12)的近似平稳解则为  

1( , )
(2 )n pαρ
π −=q p (I, ψ )                         (71) 

5.4 部分可积非共振[78] 

若相应哈密顿系统部分可积非共振，有 r 个独立、对合的首次积分，则(12)中 r-1 个作

用量及第 r 个首次积分 rH 为慢变过程。类似的推导给出下列平均 ˆIto方程： 
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                    (72) 

其中平均漂移与扩散系数为  
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式中 
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3Ω 由方程(58)定义， [ ]
2 '

0
d

π
•∫ θ  表示关于 '

1 2 1[ , , , ]T
rθ θ θ −= θ 的 r-1 重积分。平均系统的精确平

稳解 ( , )rp H′I 可按 3.4 节中描述的步骤从求解与平均 ˆIto方程(72)相应的简化 FPK 方程得到，

原系统(12)的近似平稳解则为  
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5.5 部分可积共振情形[78] 

若相应的哈密顿系统部分可积弱共振，有 r 个独立、对合的首次积分与 β 个弱共振关系

0( ), 1, 2, , 1, 1, 2, ,uk r uη ηω ε η β= = − =  ，则(12)中 r-1 个作用量，第 r 个首次积分及 β 个角变

量组合 u
v kη ηωΨ = 为慢变过程。类似的推导给出下列平均 ˆIto方程： 
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                (76) 

其中平均漂移与扩散系数为 
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', , 1, 2, , 1  ;   , =r,r+1, ,nrη η η ρ ρ′ ′′ = −   

式中 
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π
•∫ θ  表示关于 ''θ = T

1 2 1[ , , , ]r βθ θ θ − − 的(r- β -1)重积分。平均 ˆIto方程的维数等于相应哈密

顿系统独立、对合首次积分数 r 加上弱共振关系数β。平均系统的精确平稳解 ( , , )rp H' 'Iψ

可按 3.5节中描述的步骤从求解与平均 ˆIto方程(76)相应的简化 FPK方程得到。原系统(12) 的

近似平稳解则为 
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r
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=

Iψq p                          (79) 

5.4 与 5.5 种描述的方法已被应用于 4.4 节中提到的例子，包括非共振与共振情形，其结

果已被 Monte Carlo 数字模拟结果证实。 

5.6 推广与应用 

5.1-5.5 中描述的乃是高斯白噪声激励的拟哈密顿系统的随机平均法。对拟可积哈密顿

系统， 5.2 与 5.3 中描述的随机平均法已被推广于非白噪声激励，包括宽带随机激励[79,80]，

谐和与高斯白噪声共同激励[81,82], 有界噪声(具有常数幅值与随机频率和相位的谐和函数)

激励 [83], 及纯谐和激励[84]。在纯谐和、组合谐和与白噪声及有界噪声激励情形，除了考

虑 5.3、5.5 中提及的内共振外，还要计及可能的外共振。鉴于随机平均及其系数的表达式

较繁，此处不予列出。对拟线性系统，拟哈密顿系统随机平均法可化为古典随机平均法。对

单自由度强非线性系统，拟哈密顿系统随机平均法可化为拟保守随机平均法或能量包线随机

平均法。 

上述高斯白噪声与非白噪声激励下的拟可积哈密顿系统随机平均法已进一步推广至包

含时滞反馈控制的拟可积哈密顿系统[85,86]。 

高斯白噪声激励下拟哈密顿系统随机平均法已推广到拟广义哈密顿系统，建立了高斯白

噪声激励下不可积，可积非共振，可积共振，部分可积非共振，部分可积共振五种拟广义哈

密顿系统的随机平均方程，给出了相应漂移与扩散系数的公式[87]。 

滞迟系统是工程结构中常见的一类非线性系统。滞迟力是耦合的非线性恢复力与阻尼

力，有多种滞迟力模型。这类系统常受随机载荷作用，因此，很多人研究过随机滞迟系统。

最常用的是统计线性化法。本文作者及其合作者分别就双线性(分布弹塑性)、Bouc-Wen，

Duhem，Preisach 滞迟系统建立了能量包线随机平均法，给出比统计线性化法与一般随机平

均法更好的结果[88-91]。 

拟哈密顿随机平均法的一个成功应用之例是用来研究生物群体运动。每个生物体用一个

主动布朗质点表示，它具有从外界吸取能量，然后转化为运动的功能，各主动布朗质点之间

由一定势相关联。德国洪堡大学物理研究所 Ebeling 等曾用数字模拟研究过。Deng 与 Zhu

用拟哈密顿系统随机平均法给出了近似解析结果，与数字模拟结果很吻合[92,93]。 

前述皆为高斯白噪声激励下非线性系统响应预测，而对非高斯白噪声激励，例如泊松白

噪声、列维白噪声等，由于其对应的广义 FPK 方程有无穷项，迄今尚无通用的精确解法，

而主要依靠近似方法或数值方法，例如摄动法[94,95]、广义胞映射法[96]等，但受算法精度



 

和运算复杂度的制约，基本止步于二自由度系统。因此，将随机平均法拓展到非高斯随机激

励下的响应预测，是一个重要的研究方向。 

应强调的是，拟哈密顿系统随机平均法有许多优点。平均系统的维数等于相应哈密顿系

统独立、对合的首次积分数加上内、外共振关系数，一般它总小于原系统的维数。平均系统

只含慢变过程，不像原系统同时包含慢变过程与快变过程。慢变过程是一个矢量扩散过程，

所有适用于扩散过程的方法皆可用之。平均 FPK 方程只含概率势流而无概率环流。对高斯

白噪声激励的机械/结构系统，扩散矩阵通常是奇异的，而平均系统的扩散矩阵一般是非奇

异的，这种平均系统的动态规划方程具有古典解而非粘性解。所以，拟哈密顿系统随机平均

法是一个研究多自由度强非线性随机系统的响应、稳定性、分岔、首次穿越及控制的强有力

的工具。 

 

6． 随机稳定性与分岔 

随机稳定性理论处理随机参数扰动下动态系统的平凡解的稳定性。随机性乃用响应的一

个适当的模的有界性与收敛性定义。鉴于随机变量序列的收敛性可用几种方式解释，因此有

许多随机稳定性定义[97]。其中，概率为 1Lyapunov 稳定性(几乎肯定稳定性或样本稳定性)，

概率稳定性及 p 阶矩稳定性最为常用。已按不同系统类型(线性或非线性)与随机扰动性质(白

噪声与非白噪声)发展了随机稳定性理论。对非白噪声激励下二阶线性系统的渐近样本稳定

性，只得到一些充分条件，已总结在专著[8]中。研究随机稳定性初期，多用 Lyapunov 函数

或 Lyapunov 第二法[10]。然而对给定系统并无构造 Laypunov 函数的一般规则，只有一些建

议[98]。而且，用该法得到的往往只是稳定性的充分条件。自 1980 年代，更常用最大 Laypunov

指数研究线性或非线性系统的渐近稳定性。Lyapunov 指数定义为线性系统响应模的渐近指

数增长率。按 Oseledec 乘法遍历定理[99]，负的最大 Lyapunov 指数是渐近样本稳定性的充

要条件。Khasminskii[100]给出了一个求线性 ˆIto方程的最大 Lyapunov 指数的一般步骤，该

步骤也适用于具有齐一次漂移与扩散系数的非线性随机系统[101]。该步骤已被成功的应用

于某些二维线性随机系统。对于高于二维的随机系统，直接应用 Khasminskii 步骤不太成功，

主要是因为难以求得高维空间中单位超球面上扩散过程的不变测度(平稳概率密度)。有三种

方法克服这一困难。一是通过随机数值计算或模拟求解近似最大 Lyapunov 指数[102]，二是

对小或大的噪声强度借助扰动理论或奇异扰动理论计算近似最大 Lyapunov 指数[103]，三是

先作随机平均，再对平均 ˆIto  方程应用 Khasminskii 步骤[104,105]。通过引入一个独立、对



 

合首次积分之和平方根作模，应用拟哈密顿随机平均法与 Khasminskii 步骤，本文作者与其

合作者导出了拟哈密顿系统最大 Lyapunov 指数表达式，将在 6.1 中给出。  

概率为 1的Lyapunov稳定性是确定性系统中Laypunov稳定性对随机系统的一个自然推

广。然而，对渐近样本稳定的系统，仍可有小概率的大样本模，这意味着对足够大的 p,p 阶

矩将是不稳定的。因此，为对系统动态稳定性有一个完全图像，同时研究样本稳定性与矩稳

定性是重要的。为此，引入了矩 Lyapunov 指数，并建立了最大 Lyapunov 指数与矩 Lyapunov

指数之间的关系[106]。矩 Lyapunov 指数也很难求，迄今只有少量的结果[107-109]。 

一维齐次扩散过程的稳定性与其边界的性态密切相关。对单自由度非线性随机系统，可

用随机平均法得到一维扩散过程，渐近概率稳定性条件可由平均扩散过程的边界分类确定

[8]，该法已被推广于拟不可积哈密顿系统(见 6.2)。 

随机分岔理论研究随机动态系统族的渐近性态随系统参数的变化而发生定性变化。随机

分岔可分为动态分岔(D-分岔) 与唯象分岔 (P-分岔)，D-分岔与 Lyapunov 指数的正负变化紧

密相关，无噪声时，它化为确定性分岔。P-分岔与系统响应的平稳概率密度定性变化相关，

如从单峰变成多峰或反之。近二十多年来，随机分岔已被许多数学家、工程师及物理学家研

究过，多数研究成果总结在专著[12,110]与评述论文[111,112]中。尽管如此，随机分岔理论

仍处于初期，只有少数严格的定理与准则，许多现象只对特定参数用计算机模拟证实。关于

拟哈密顿系统的随机分岔的若干新结果综述在 6.2-6.4 中。 

6.1 拟哈密顿系统的最大 Lyapunov 指数与概率为 1 渐近 Lyapunov 稳定性 

考虑一个受随机参激的拟不可积哈密顿系统，设在中心 0= =q p 上 H=0，H 是 q 、 p的

凸函数。代替通常欧几里德模，定义随机稳定性与 Lyapunov 指数定义中的模为 

||Z||=H1/2 (Q,P)                             (80) 

将平均 ˆIto方程(61)在 H=0 处线性化，应用一个类似 Khasminskii [100]中的步骤，可导出如

下拟不可积哈密顿系统最大 Lyapunov 指数的近似公式[113]： 

2
1

1 1(0) ( (0))
2 4

mλ σ′ ′= −                          (81) 

式中“ ' ”表示对 H 的导数。对线性位移项受高斯白噪声参激的 Duffing-van der Pol 振子，由(81)

给出的最大 Lyapunov 指数同 Pardoux 与 Wihstutz [114]用渐近展式给出的一次近似一致。(81)

也适用于宽带随机参激下的强非线性振子[66]。 

注意，对拟不可积哈密顿系统，相应的哈密顿系统是非线性的。因此，按(80)定义的模

不同于欧几里德模。对机械/结构系统，哈密顿函数表示系统总能量，哈密顿函数的平方根



 

可用来度量相空间中系统状态与平凡解之间的距离。此外，在平凡解邻域，哈密顿函数中通

常二次项占优势，因此，定义(80)至少物理上是正当的。不过，需进一步研究以便在数学上

证明(80)作为摸定义的正当性与最大 Lyapunov 指数公式(81)的正确性。 

非共振情形拟可积哈密顿系统的平均 ˆIto方程形如(66)。设其平均漂移与扩散系数为 I r  

的齐一次式，否则，在 I=0 处线性化该方程。定义随机稳定性与 Lyapunov 指数定义中的模

为  

||Z||= 1/2

1
( )

n

r
r

I
=
∑                              (82) 

用一个类似于 Khasminskii [100]的步骤，可导出如下最大 Lyapunov 指数的表达式：  
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sF 、 skG 是平均 ˆIto方程(66)的线性化漂移与扩散系数， ( )p ′α 是 n-1 维扩散过程 ′α 的平稳概

率密度。该法已被用于研究高斯白噪声参激下耦合的线性与非线性振子[115]与作随机垂直

支承运动的陀螺摆[116]的几乎肯定稳定性。对[104]中研究过的宽带随机参激下 2 自由度线

性非陀螺系统，用本方法得到的最大 Lyapunov 指数与[104]中得到的相同。 本方法已推广

于含时滞反馈控制的拟可积哈密顿系统[117]与拟线性系统[118]。 

共振情形拟可积哈密顿系统的平均 ˆIto 方程形为 (69)。类似的推导导致如下最大

Lyapunov 指数的近似表达式： 

1 ( , ) ( , )Q p d dλ ′ ′ ′= ∫ αψαψαψ                         (85) 

对非共振与共振部分可积哈密顿系统，也已得到类似于(83)与(85)的最大 Lyapunov 指数

的近似表达式[78]。唯一的差别是 ′α 与ψ 的维数应分别为 r-1 与β，而非 n-1 与α 。该法也

已被应用于得到高斯白噪声参激下的 3 自由度拟部分可积哈密顿系统最大 Lyapunov 指数。 

对线性或非线性 ˆIto方程，利用 Lyapunov 指数关于摸定义的不变性，提出了一个不必计

算最大 Lyapunov 指数直接画出概率为 1 渐近 Lyapunov 稳定域的方法[119]。该法已被用于

画出 4 维与 6 维线性随机系统的稳定域。 

本节的方法已推广于求解拟不可积广义哈密顿系统的概率为 1 渐近稳定性[46]。应用高



 

斯白噪声激励下拟不可积广义哈密顿系统的随机平均法，通过计算平均系统或线性化的平均

系统的最大 Lyapunov 指数研究其几乎肯定渐近稳定性。 

 

6.2 拟不可积哈密顿系统的概率渐近稳定性与随机 Hopf 分岔 

拟不可积哈密顿系统的平均 ˆIto方程(61)所描述的哈密顿是一维扩散过程。对一维扩散

过程的边界条件已了解得相当清楚[8]，有可能藉平均哈密顿过程边界的分类确定拟不可积

哈密顿系统的概率稳定性与随机 Hopf 分岔。纯随机参激下拟不可积哈密顿系统平均 ˆIto方程

支配的平均哈密顿过程的边界是奇异的，一维扩散过程的奇异边界可按扩散指数、漂移指数

及特征标值分类[8]。已证，若一维扩散过程的平凡边界为越出或吸引自然，则该一维扩散

过程的平凡解局部渐近概率稳定；若一维扩散过程的平凡边界或吸引自然，而另一边界是进

入或排斥自然，则该一维扩散过程的平凡解是全局渐近概率稳定。因此，拟不可积哈密顿系

统的平凡解的局部或全局渐近稳定性可通过求平均哈密顿过程在平凡边界处或在两个边界

上的扩散指数、漂移系数及特征标值近似确定[120]。 

拟不可积哈密顿系统平稳概率密度的定性变化与其平均系统的平稳概率密度的变化相

关，后者可用平凡边界上扩散指数 lα , 漂移指数 lβ 及特征标值 lc 确定。已证，出现随机 Hopf

分岔的必要条件是 lα - lβ =1。当该条件满足时，第一次分岔(D-分岔，即平稳概率密度从δ 函

数变成在平凡解处有一个峰的概率密度)出现在 lc - lα =-1，第二次分岔 (P-分岔，即平稳概率

密度的峰从平凡解处离开)出现在 l lc α− =0，这两次分岔构成一个随机 Hopf 分岔。这一方法

已被用于高斯白噪声参激下 Rayleigh-van der Pol 振子[121]，并已推广于拟可积哈密顿系统

[46]与时滞反馈控制的拟可积哈密顿系统[122]。 

 

6.3 Duffing 振子的随机跳跃及其分岔 

自Lyon 等人于1961发现具有硬弹簧的Duffing振子在窄带随机激励下的跳跃现象[123]

以来对该现象已有许多研究。基于统计线性化或多尺度法的结果，随机跳跃被解释为两个稳

定的均方值之间的过渡。然而，这与 FPK 方程平稳解的唯一性相矛盾。基于用数字模拟得

到的位移与速度平稳联合概率密度，本作者及其合作者给这个随机跳跃现象以全新的解释

[124]。事实上，随机跳跃与随机概率密度的双峰或多峰有关，每个峰对应于一个较大可能

运动。随机跳跃实际上是从一个较大可能运动过渡到另一个较大可能运动或反之。Duffing

振子在谐和激励下的确定性跳跃只出现在幅频响应曲线三值频率范围的两端，并只向一个方



 

向跳跃：频率增大时从大幅值跳向小幅值，而频率减小时从小幅值跳向大幅值。然而，随机

跳跃可出现在幅频响应曲线三值频率范围内任一频率上，且可向两个方向跳跃。基于用随机

平均法得到的幅值与相位平稳联合概率密度，已证明在谐和与高斯白噪声联合作用下[67,82]

或有界噪声作用下[68,83]Duffing 振子及耦合的 Duffing-van der Pol 振子也能发生跳跃。 

随着参数(如频率比、非线性强度、激励强度、组尼系数等)的变化，系统从有随机跳跃

过渡到无随机跳跃或反之，这实际上就是一种典型的 P-分岔，称之为随机跳跃的分岔。 

 

6.4 拟哈密顿系统在有界噪声激励下的同宿分岔与混沌 

近 20 多年来，有许多人对噪声对混沌及通向混沌的道路的影响感兴趣。受谐和与高斯

白噪声共同激励的 Duffing 振子与单摆常在这些研究中当作典型的非线性系统，数值求解

FPK 方程以研究有噪声的混沌的概率密度[125]。用广义 Melnikov 函数(Melnikov 函数加上

噪声修正项) [126] 或随机 Melnikov 过程[127]被用来研究弱噪声对同宿阀值的影响。有噪声

混沌系统的一个特点是多峰值概率密度。  

最近，研究了如 Duffing 振子与单摆这些拟哈密顿系统在有界噪声激励下的同宿分岔与

混沌[128,129]。用随机 Melnikov 过程的均方准则与令数值计算的最大 Lyapunov 指数为零的

办法确定系统出现混沌的有界噪声幅值的临界值，然后用 Poincare 映射进一步证实这些临界

幅值，并表明从周期或随机运动通向混沌或随机混沌的道路。已证，在一个很大的随机频率

强度范围内，上述三种方法给出可比较的临界幅值。这些方法已被推广应用于研究耦合的单

摆与谐振子在有界噪声激励下的同宿分岔与混沌[130]。 

 

7 首次穿越 

随机稳定性是一个随机系统初始受扰后在半无限时间区间上停留在平衡位置或平稳运

动邻域或回到平衡位置或平稳运动的概率或统计度量。当系统不稳定时，它将在状态空间中

随机地运动。首次穿越时间是系统首次离开状态空间中某一区域(安全域或允许域)的随机时

间，它与多稳态物理系统的状态过渡及机械/结构系统在随机激励下可靠性相关联。因此，

求首次穿越时间的概率与(或)统计量很重要。另一方面，首次穿越时间是随机动力学中最困

难的问题之一，迄今只有当所研究的随机现象可模型化为扩散过程处理情形才可能有数学上

精确解。对齐次扩散过程，条件可靠性函数(系统初始在安全区内保持停留在安全域内的概

率)受后向 Kolmogorov 方程支配，而首次穿越时间的矩受广义 Pontryagin 方程支配。然而，



 

这些方程的已知解仅限于少数一维情形[5,8]。一般，这些方程只能用数值方法求解，例如用

有限元法或有限差分法[22]。由于计算时间与存储量随维数的迅速增长，数值解一直限于低

维问题。研究高维系统的首次穿越问题的一个强有力的办法是将随机平均法与首次穿越的扩

散过程方法结合起来。这一办法已被许多研究者应用于单自由度随机系统([5,8,131,132]及其

所引文献)，而拟哈密顿系统随机平均法与首次穿越扩散过程方法的结合则可应用于研究多

自由度强非线性随机系统的首次穿越问题[133-135]。 

考虑拟不可积哈密顿系统，其平均 ˆIto方程为(61)，其中系数由(62)确定。假设平均哈密

顿系统过程 ( )H t 在区间[ min ,H ∞ ) 上变化，安全域为[ min , cH H ) ， minH 与 cH 分别为哈密顿函

数的最小值与临界值。条件可靠性函数 

0 min 0 min ( | ) { ( ) [ , ), (0, ] | [ , )}c cR t H P H s H H s t H H H= ∈ ∈ ∈             (86) 

由下列后向 Kolmogorov 方程 

  
2

2
0 0 2

1( ) ( )
2o o

R R Rm H H
t H H

σ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
                     (87) 

连同初始条件 

 0 0 min(0 | ) 1  ,   H [ , )cR H H H= ∈                       (88) 

及边界条件 

         ( | ) 0cR t H =                               (89) 

      min( | )R t H finite=                            (90) 

支配，式中 0H =H(0)。方程(87)-(90)构成拟不可积哈密顿系统首次穿越问题的数学提法。解

出这些方程后，首次穿越时间的条件概率密度由下式得到： 

( | )
( | ) |o

o t
R t H

p H
t ττ =

∂
= −

∂
                        (91) 

而条件矩得自 

          
0

( ) ( | )k
k o oH p H dµ τ τ τ

∞
= ∫                         (92) 

由此可见，为得到首次穿越问题的完全解答，必须求解一个抛物型偏微分方程的初值问

题。一个较容易的问题是求首次穿越时间的条件矩 ( )k oHµ ，它由下列广义 Pontryagin 方程 

      
2

2
0 0 12

0 0

1 ( ) ( )   ,  1, 2,
2

k k
kH m H k k

H H
µ µ

σ µ −

∂ ∂
+ = − =

∂ ∂
                (93) 

连同边界条件 

           ( ) 0k cHµ =                               (94) 

           min( )k H finiteµ = < ∞                            (95) 



 

支配。方程(93)-(95) 是一个椭圆型方程的边值问题。 

注意，边界条件(90)与(95)是定性的。利用方程(87)与(93)及在 minoH H= 上漂移与扩散系

数值，它们可分别变成定量边界条件[133]，(87)-(90)可用有限差分法数值求解，而方程 

(93)-(95)可逐步积分[136]。上述组合方法的一个显著优点是方程(87)与(93)是一维的，而原

系统是 2n 维的，计算量显著减少。 

对拟可积与拟部分可积哈密顿系统，可类似提出穿越问题。主要不同之处在于(87)右边

与(93)左边的微分算子需代之以平均 ˆIto方程中的微分算子[134,135]。显然，在这些情形下，

方程(87)与(93)的维数要高一些，解起来更困难。然而，其维数仍比原方程维数低。将随机

平均法用于首次穿越问题的其它好处是，方程(87)与(93)中的扩散矩阵是非奇异的，而原方

程的扩散矩阵是奇异的，这减小了方程(87)与(93)的数值解的困难。此外，拟哈密顿系统随

机平均法与首次穿越扩散过程法的组合还可应用于有非白噪声激励的系统[137，138]，具有

分数维导数阻尼系统[139]及时滞反馈控制的拟可积哈密顿系统[140,141]。 

在拟哈密顿系统随机平均方程基础上计算平均首次穿越时间的方法已成功地应用于计

算反应速率[142,143]，所得近似解析表达式比 Kramers 的结果[144]更精确，适用于更一般情

形。研究 Fermi 共振及其对反应速率的影响[145]，研究分子构形的变化速率[146]及 DNA 的

热变性速率[147]，所有解析结果与数字模拟结果都相当吻合。 

 

8 非线性随机最优控制 

过去 20 多年来，对结构振动控制已作了大量研究，Housner 等给出了一个广泛的评述

[148]。由于土木工程结构承受的载荷如风、波浪及地震地面运动等都是随机的，当结构承

受大载荷时又往往呈现出非线性，结构的非线性随机控制更为合理更为所求。然而，大多数

已提出的控制策略是确定性与(或)线性的[13,148-150]，只在近几年中，非线性随机最优控制

才吸引较多研究者[151-153]。本作者及其合作者在拟哈密顿系统随机平均法与随机动态规划

[14,15]的基础上提出并发展了一类非线性随机最优控制策略，这些控制策略已应用于拟哈密

顿系统使之响应最小、稳定化、可靠性最大化或平均首次穿越时间最长化。[60,154,155]给

出了应用随机平均法与随机最优控制的数学依据。严格地说，本节所讨论的随机最优控制乃

对平均系统而言，对原系统，它只是拟最优控制，但为简单起见，此处不加区别。 

 

8.1 响应最小化 



 

考虑弱受控拟哈密顿系统，即具有小阻尼、弱随机激励与控制的系统(1)，研究的目的

是设计最优控制律 i iu u= (Q,P)使响应最小。为简化叙述，设 ( )k tξ 为高斯白噪声，对非白噪

声激励，步骤相似，只是无需加 Wong-Zakai 修正项。所提出控制策略的一个特点是将控制

力分成保守部分 (1)
iu 与耗散部分 (2)

iu 。 (1)
iu 用以改变相应哈密顿系统的可积性与共振性，从而

改变能量与响应在系统内的分布。迄今，尚无求最优 (1)
iu 的一般步骤。将 (1)

iu 与 Wong-Zakai

修正项中的保守部分同原系统保守力合并，受控系统运动方程变成  

(2)( ) ( )

, 1, 2, , ; 1, 2,

i
i

i ij i ik k
i j

HdQ dt
P

H HdP m u dt dB t
Q P

i j n k m

σ

∂
=
∂
∂ ∂

= − + − +
∂ ∂

= = 

                   (96) 

对除含 (2)
iu 项外的系统(96)应用拟哈密顿系统随机平均法，得到一个部分平均 ˆIto方程。如第

5 节所指出的，平均方程的维数与形式取决于与系统(96)相应的哈密顿系统的可积性与共振

性。例如，不可积情形，部分平均方程形为[156-157] 

(2)[ ( ) ] ( ) ( )i
i

HdH m H u dt H dB t
P

σ∂
= + < > +

∂
                   (97) 

式中m、σ 由(62)规定， • 表示平均算子。 

控制目标用一个性能指标的最小化表示，它取决于控制的时间区间与控制约束。在有限

控制时间区间无控制约束情形，部分平均后的性能指标形为[156,157] 

(2) (2)

0
( ) [ ( ( ), ( ) ) ( ( ))]ft

fJ E f H s s ds g H t= < > +∫u u                 (98) 

式中 (2) (2) (2) (2)
1 2[ , , , ]T

nu u u= u 。此时动态规划方程形为 

( 2 )

2
2 (2) (2)

2

1min{ ( ) [( ( ) ] ( , )}
2 i

i

V V H VH m H u f H
t P HH

σ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + < > + < >

∂ ∂ ∂∂u
u        (99) 

其终时条件为 

           ( , ) ( ( ))f fV H t g H t=                            (100) 

式中 

( 2)

(2)( , ) min [ ( ( ), ( ) ) ( ( ))]ft

ft
V H t E f H s s ds g H t= < > +∫u

u               (101) 

称为值函数。最优控制律 (2)*u 由方程(99)右边对 (2)u 求最小确定。将 (2)*u 代入(99)得最终动态

规划方程。解此方程，并将所得之 ( , )V H t 代入 (2)*u 给出最优控制力 (2)* ( , )u Q P 。若 f 对 (2)u 是



 

齐二次式的，则控制力是拟线性阻尼力，其系数依赖响应。以 (2)*u 取代 (2)u 代入(97)，平均

含 (2)*u 之项，并解与完全平均 ˆIto方程相应的 FPK 方程，就得到最优控制系统的响应的概率

密度。 

对半无限时间区间上无控制约束的控制，部分平均的性能指标通常是单位时间上的平均

成本[156,157] 

(2) (2)
1 10

1( ) lim ( ( ), ( ) )f

f

t

t
f

J f H s s ds
t→∞

= < >∫u u                   (102) 

相应的控制称为遍历控制。此时动态规划方程形为 

( 2)

2
2 (2) (2)1 1

12

1min{ ( ) [ ( ) ] ( , )}
2 i

i

V VHH m H u f H
P HH

σ γ
∂ ∂∂

+ + < > + < > =
∂ ∂∂u

u          (103) 

式中 

(2)*
10

1lim ( ( ), ( ) )f

f

t

t
f

f H s s ds
t

γ
→∞

= < >∫ u                     (104) 

是最优平均成本。最优控制律 (2)*u 由方程(103)左边对 (2)u 求极小得到。若(103)中之 1f 与(98)

中 f 相同，则两者最优控制律相同，而最优控制力与最优控制系统响应可类似地解得。 

若与系统(96)相应的哈密顿系统可积或部分可积，确定最优控制力与最优控制系统响应

的步骤类似[156,157]。唯一的区别是平均 ˆIto方程与动态规划方程的维数，当然，这些情形

动态规划方程与 FPK 方程由于维数高而难解一些。 

为评价控制策略，引入两个准则。一是控制效果 
u c
h h

h u
h

K
σ σ
σ
−

=                                 (105) 

式中σ 表示标准差，下标 h=h(Q,P)表示某动力学量，上标 u、c 分别表示未控与已控。另一

准则是控制效率 

*

h
h

u

K
µ

σ
=                                   (106) 

式中 *uσ 表示无量纲化的总控制力的标准差。显然， hK 、 hµ 越大，控制策略越好。无界控制 

策略已被应用于高斯白噪声外激励下的 Duffing 振子、滞迟系统[158,159]，两个非线性阻尼

耦合的线性振子。数值结果表明，所提出的控制策略优于普遍采用的线性二次高斯(LQG)控

制，这是所提出控制策略的一个显著优点。 

 

8.2 反馈稳定化 

一个动态系统可由于参数随机激励而失去稳定性。使该系统稳定化的一个有效办法是反



 

馈控制。虽然随机稳定化的基本提法与基本方程早已于 1960 年代就有了，很长时间内所有

的重要结果属线性二次控制。只在最近十来年中，非线性随机稳定化才引起较多注意，并已

用控制 Lyapunov 函数得到了一些结果[160]。最近，为拟哈密顿系统提出了应用遍历控制与

最大 Lyapunov 指数的崭新的随机稳定化策略[161-163]，并已应用于风激励下桥梁拉索的反

馈稳定化。 

考虑纯随机参激下拟哈密顿系统，假定未控系统的平凡解是不稳定的(其最大 Lyapunov

指数为正)，目标是设计反馈控制使系统稳定化，即使其最大 Lyapunov 指数为负。由于通常

最大 Lyapunov 指数不能用系统响应与控制力的显式表示，难以用最大 Lyapunov 指数作性能

指标。另一方面，随机稳定化需要半无限时间区间上的反馈控制，而遍历控制能满足这一要

求，于是，随机稳定化可提为具有待定成本函数的遍历控制问题，其后成本函数由最大

Lyapunov 指数最小这一要求确定。 

对拟不可积哈密顿系统，性能指标形如(102)，其中 1f 为待定函数。最优控制系统的平

均 ˆIto方程形为[161] 

( ) ( )dH m H dB tσ= +                           (107) 

式中 

          *( ) ( ) i
i

Hm H m H u
P
∂

= + < >
∂

                        (108) 

其中 < • > 表示如方程(62)那样的平均。按方程(81)，最优控制的与未控的系统的最大

Lyapunov 指数之差为 

*
1 1 0

1 1(0) (0) |
2 2

c u
i H

i

d Hm m u
dH P

λ λ =

∂′ ′− = − = < >
∂

                (109) 

因此，拟不可积哈密顿系统的随机稳定化的任务是确定作为 H 与 u 的函数的 1f 使得 1
cλ

为负且绝对值尽可能大(负最大 Lyapunov 指数的绝对值可作为稳定裕度的一种度量)。这一

控制策略已被应用于高斯白噪声参激的 Duffing 振子及两个非线性耦合的 van der pol 振子，

结果表明总可达到稳定化的目的。 

对拟可积与拟部分可积哈密顿系统，随机稳定化的步骤类似[162,163]。差别在于此时平

均方程的维数高一些，并且没有最大 Lyapunov 指数的显式。虽然任务更困难但仍可完成。

该策略已被应用于由线性阻尼与随机参激耦合在一起的一个线性振子与一个非线性振子，及

高斯白噪声参激下的三自由度拟部分可积哈密顿系统。用最大 Lyapunov 指数稳定化的优点

是比用控制 Lyapunov 函数的稳定化简单，而且受控系统的稳定裕度可度量。 



 

此外，还提出了设计反馈控制使拟不可积的哈密顿系统渐近概率稳定化的步骤[164]。

问题也提为具有待定成本函数的遍历控制。代替最大 Lyapunov 指数，此处考察平均哈密顿

过程在其两端边界上的样本性态，任务是确定成本函数使平均哈密顿过程的平凡边界为越出

或吸引自然(局部稳定化)，或平凡边界为越出或吸引自然，而另一边界为进入或排斥自然(全

局或大范围稳定化)。 

 

8.3  首次穿越损坏的反馈最小化 

在机械/结构工程中，反馈控制大多用于减小响应，有时用于系统稳定化。非线性随机

最优控制策略的一个崭新目标是使拟哈密顿系统的首次穿越损坏最小化[80,135,165]。这可

提为可靠性函数的最大化或平均首次穿越时间的最长化。例如，对受控拟不可积哈密顿系统，

部分平均 ˆIto方程形如(97)，设安全域为[0, cH ) ，可靠性最大化控制问题的部分平均的性能

指标是 

( ) { ( , ) [0, ),0 }c fJ P H t H t t= ∈ ≤ ≤u u                     (110) 

动态规划方程形为 
2

2
2

1max{ [ ( ) ] ( ) ]} ( , ) 0
2i

i

Hm H u H V t H
t p H H

σ∂ ∂ ∂ ∂
+ + < > + =

∂ ∂ ∂ ∂u
           (111) 

终时条件为 

( , ) 1, [0, )f cV H t H H= ∈                          (112) 

边界条件为 

( , ) 0cV H t =                               (113) 

(0, )V t finite=                              (114) 

其中 

( , ) max [ ( , ) [0, ), ]c fV H t P H s H t s t= ∈ ≤ ≤
u

u                   (115) 

是值函数。 

部分平均 ˆIto方程为(97)的拟不可积哈密顿系统平均首次穿越时间最长化控制问题的性

能指标为 

         1( ) [ ( , )]J E Hτ= uu                             (116) 

式中τ 是满足方程(97)的 ( )H t 的首次穿越时间。定义值函数为 



 

1( ) max [ ( , )]V H E Hτ=
u

u                           (117) 

则动态规划方程为 
2

2
12

1max{ ( ) [ ( ) ] } ( ) 1
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HH m H u V H
P HH

σ ∂ ∂ ∂
+ + < > = −

∂ ∂∂u
             (118) 

边界条件为 

1( ) 0cV H =                               (119) 

1(0)V finite=                              (120) 

注意，边界条件(114)与(120)是定性的而非定量的，可分别用动态规划方程(111)或(118)及边

界 H=0 上的漂移与扩散系数变成定量边界条件。 

设控制力是有界的，则由动态规划方程(111)或(118)左边对 u 求最大导出的最优控制是

开关控制，即 

                      * sgn( ),    1, 2,i i iu b Q i n
•

= − =                         (121) 

与值函数无关。将(121)中 *
iu 代入(111)或(118)，并解所得之动态规划方程，将给出最优控制

系统的可靠性函数或平均首次穿越时间。 

对拟可积或拟部分可积哈密顿系统，可类似提出可靠性函数最大化与平均首次穿越时间

最长化的控制问题[80,135]。其差别在于此时动态规划方程的维数高一些，也难解一些。该

控制策略已被应用于谐和与高斯白噪声共同激励下的强非线性振子[166]。  

 

8.4 部分可观测系统的最优控制  

在上述控制策略中，乃假定系统的状态是完全已知的。而实际问题中，系统的状态是通

过带有噪声的非直接测量经滤波估计得到的。因此，系统的状态是部分可观测的。这种同时

计及滤波的控制称为部分可观测系统的控制。为了能将上述最优控制策略应用到实际工程结

构中，有必要将上述最优控制策略推广到考虑系统状态部分可观测的情形。 

8.4.1 线性受控系统与线性观测方程 

对线性受控系统与线性观测方程，可应用分离原理[167,168]将部分可观测系统的最优控

制问题转化为完全可观测线性系统的最优控制问题，然后再运用上述对完全可观测系统的非

线性随机最优控制策略。这一非线性随机最优控制策略已被应用于地震地面运动或风激励下

装有传感器与控制器的建筑结构[169,170]。 

8.4.2 非线性受控系统与(或)非线性观测方程 



 

对非线性受控系统与(或)非线性观测方程，转化后的完全可观测系统一般是无限维的，

难以求最优控制。Charalambous and Elliott 证明[171]，如果上述两方程的非线性部分有势，

满足一定条件，则非线性部分可观测受控系统可以转化为有限维完全可观测线性系统。据此，

施加一部分控制力使得系统方程与观测方程的非线性满足Charalambous and Elliott定理的条

件，将部分可观测非线性随机控制系统化为有限维完全可观测线性系统，然后应用上述完全

可观测线性系统的非线性随机最优控制策略[172]。今后一项困难的任务是进一步发展部分

可观测一般非线性随机系统的最优非线性控制策略。 

 

8.5 最优有界控制  

8.5.1 Bang-Bang 控制 

在实际工程应用中，由于激励和响应的随机特性，系统所需控制力往往会超过执行器的

最大执行能力，此时便会产生执行器饱和现象。如果控制器设计时未考虑执行器饱和问题，

那么这种意料之外的执行器饱和会使控制效果降低。若控制力是有界的，例如 

| | ,  0,  1, 2, ,i i iu b b i n≤ > =                          (122) 

而性能指标与 (2)u 无关，即对拟不可积哈密顿系统的有限时间区间控制，部分平均的性能指

标为 

2 20
[ ( ( )) ( ( ))]ft

fJ E f H s ds g H t= +∫                      (123) 

对半无限时间区间控制，部分平均的性能指标为 

3 30

1lim ( ( ))f

f

t

t
f

J f H s ds
t→∞

= ∫                         (124) 

动态规划方程形同(99)或(103)，只是非齐次项中无<u(2)>。最优控制律由动态规划方程关于
(2)u 最小化得到，是开关控制或 bang-bang 控制 

sgn( ), 1, 2, ,i i iu b Q i n∗ = − =

                       (125) 

此时，可不求解动态规划方程确定最优控制力。而最优控制系统的响应可从求解与完全平均

ˆIto方程相应的 FPK 方程得到。该策略已被应用于在高斯白噪声外激与参激下悬挂于垂直与

水平方向随机振动的弹簧摆与两个线性耦合的 Duffing 振子[173-175]。 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

8.5.2 最优无界控制与bang-bang控制的结合 

为了改善 bang-bang 控制策略，近来我们提出了计及执行器饱和的拟哈密顿系统的非线

性随机最优控制策略[176-180]。该策略结合了最优无界控制与 bang-bang 控制，其控制力形



 

为 

1
, 1, , 1, 2, , .

2sgn( ),
i i ui r

i i ij
j rui i i ui

F F b H Vu F R i n
P Hb F F b

∗ −
− < ∂ ∂= = =

∂ ∂− <
         (126) 

数值结果显示该策略与 bang-bang 控制相比，控制效果稍差，但是控制效率高较多，并且能

有效减轻控制器颤振。 

 

8.6 具有时滞控制的拟可积哈密顿系统的动力学与补偿  

随机最优控制通常是指扩散过程的 Markov 控制，反馈控制力是同一时刻上系统状态的

函数。由于系统的测量与滤波，控制力的计算与执行均需一定的时间，实际的控制力往往是

有时滞的。由于反馈控制力的时滞，多数情况下会降低系统的控制效果和控制效率，甚至可

能引起系统的失稳。对受控拟可积哈密顿系统，利用系统状态的随机周期性，可将时滞控制

力用无时滞系统状态近似表示，从而可应用拟哈密顿系统随机平均法研究时滞控制力对系统

响应[85,86,181,182]、稳定性[117,118]及可靠性[140,141]的影响。同时提出了两种补偿由

控制力时滞而引起的受控系统稳定性与性能变差的方法。  

 

8.7 非线性随机最优控制的鲁棒性  

在上述控制理论中，假设系统参数是确定的并且随机激励也是已知的。然而实际上，系

统与激励模型及其参数不一定能准确代表实际情况，系统与激励在运行过程中也可能会发生

变化，因此，必须考虑系统与随机激励的不确定性。基于不确定参数和随机激励的独立性，

可应用随机平均法和随机动态规划原理得到具平均参数值的名义拟哈密顿系统的非线性随

机最优控制。然后，应用随机平均法和概率分析得到不确定拟哈密顿系统均方根响应、控制

效果和控制效率的均值和标准差。最后，引进受控均方根响应、控制效果和控制效率的变差

系数对不确定参数变差系数的敏感性作为鲁棒性评价指标，对非线性随机最优控制的鲁棒性

进行分析。研究结果表明上述非线性随机最优控制策略对系统不确定参数与激励具有很好的

鲁棒性[183]。 

 

8.8 极大极小最优控制  

近来，基于随机平均法和随机微分对策，研究了不确定拟哈密顿系统的鲁棒控制，提出

了受有界参数和外部扰动的拟哈密顿系统的极小极大最优控制策略[184]。为实施对系统的

能量控制，首先应用拟哈密顿系统随机平均法得到关于系统能量的部分平均 Itô 随机微分方



 

程。结合上述方程和一个恰当的性能指标，寻求最坏情况下最优控制的目标通过求解一个随

机微分对策问题实现。最坏情况扰动与相应的最优控制由 Hamilton-Jacobi-Isaacs 方程之解确

定。同时还提出了研究不确定拟哈密顿系统的反馈稳定化的方法[185]。首先，应用拟哈密

顿系统随机平均法得到关于受控哈密顿量的部分平均 Itô 随机微分方程。然后，对于半无限

长时间区间上的遍历控制，通过求解一个具有待定成本函数的随机微分对策问题确定系统的

最坏情况扰动及相应的最优控制的形式。系统的概率为 1渐近稳定性通过应用最大 Lyapunov

指数近似分析，最后以最坏扰动下最优控制系统的最大 Lyapunov 指数最小为准则确定成本

函数。研究结果表明该控制策略具有很好的控制效果。  

 

8.9 半主动控制 

上述拟哈密顿系统的非线性随机最优控制策略具有如下优点：能应用于随机激励的多自

由度强非线性系统；随机平均法使方程的维数降低并使得扩散矩阵非退化，从而简化了动态

规划方程的求解；控制效果和效率比 LQG 法好；对系统不确定参数具有很好的鲁棒性，等。 

对土木工程结构，主动控制装置通常需要很大的动力。然而，在某些情形下，例如发生

地震时，没有这种动力。近来，设计了许多只要求小功率的半主动控制装置，例如磁流变或

电流变阻尼器。这些阻尼器利用受控系统结构与阻尼器之间的相对运动产生控制力，阻尼系

数可由外加磁场或电场加以调节。要应用这些阻尼器进行控制，需发展半主动控制策略。已

为磁流变阻尼器提出许多半主动控制策略并已作了比较[186]，其中最常用的是削去的线性

二次高斯控制。应用随机平均法与动态规划原理，已用 Bingham[187]与 Bouc-Wen[188,189]

模型发展了应用磁流变阻尼器的随机最优半主动控制策略。这一策略的一个特点是磁流变阻

尼器可完全执行非线性随机最优控制策略而不必削去，控制效果与效率皆高于削去的线性二

次高斯控制。这个半主动控制策略已被应用于风激建筑结构的控制[190]。  

 

9  结语 

本文概述了非线性随机动力学与控制的哈密顿理论研究的重要进展，包括精确平稳解、

等效非线性系统法、随机平均法、随机稳定性、随机分岔、首次穿越时间及非线性随机最优

控制，这些结果构成了一个非线性随机动力学与控制的哈密顿理论体系，为解决非线性随机

动力学系统，特别是多自由度强非线性随机动力学系统的响应、稳定性、分岔、可靠性及控

制问题提供一系列崭新而有效的办法。 



 

虽然已取得重要进展，仍需努力进一步发展该理论及其应用。例如，将来一个重要的任

务是寻求近似或数值求解高维 FPK 方程、后向 Kolmogorov 方程、广义 Pontryagin 方程及动

态规划方程的方法。另一个任务是将该理论推广于更一般非线性系统与更一般随机激励。再

一个重要的任务或许是开发该理论在各种科学、工程及经济领域中的应用。这些是我们将来

的研究方向。此外，本文中的某些结果，如用哈密顿定义的模与最大 Lyapunov 指数公式，

尚需数学上严格的证明，这给数学家留下了很多可做之工作。  
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非线性随机动力学与控制的 
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主要内容： 

一、随机激励的耗散的哈密顿系统的动   
力学 

二、拟哈密顿系统的非线性随机最优控制 



一、随机激励的耗散的哈密顿系统的
动力学 



1、基本学术思想 

2、非线性随机动力学系统的哈密顿表示与分类 

3、精确平稳解 

4、等效非线性系统法 

5、拟哈密顿系统随机平均法 

6、随机稳定性与分岔 

7、首次穿域损坏 

8、小结 



          经多年研究发现，研究多自由度强非线性随

机系统动力学很困难的的一个主要原因在于传统

上随机动力学在拉格朗日体系内进行研究，缺少

描述在相空间中各自由度之间全局关系的概念。

而在哈密顿体系中有可积性与共振性这两个概念，

可以克服上述困难。 

1、基本学术思想 



基本学术思想 

（受控）非线性随机动力学系统 

哈密顿系统 
（保守系统） 耗散 随机激励 

不可积 可积 
共振 

部分可积 
共振 

部分可积 
非共振 

可积 
非共振 

（受控）随机激励的耗散的哈密顿系统 

控制 



2、非线性随机动力学系统的哈密顿表示

与分类  
         n自由度非线性随机动力学系统的运动方程可

表为 
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    一般 (1) 是非线性的，称为随机激励的、耗散
的哈密顿系统。 



     (1)的核心是哈密顿系统，这里考虑的是理想、
完整、自治哈密顿系统，以哈密顿量H=H(Q, P)表
征。 

     设n自由度哈密顿系统有r个独立、对合的首次

积分， 

      当r=1时，称该哈密顿系统为不可积的 

      当r=n时  称为（完全）可积的 

      当1<r<n时称为部分可积的 

      当哈密顿系统可积时，可引入作用-角变量Ii、
θi。此时，哈密顿量形为H=H(I),而哈密顿方程形为  



                                           
                                                                  (2) 
 

  其解为  
                                                                   (3) 
     为该可积哈密顿系统固有频率。若这些频
率满足如下共振关系  

                                                                   (4) 
  式中   为整数，则称该哈密顿系统为（内）

共振的，α=0 时称为非（内）共振的。 
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于是，按与（１）相应的哈密顿系统的可积性与
共振性，可将（１）分成五种情形： 

不可积 

可积非共振 

可积共振 

部分可积非共振 

部分可积共振 

哈密顿系统 



    当（1）中     ，  皆为高斯白噪声时，
响应为扩散马尔可夫过程，可用FPK方程法
求其精确解。与（1）等价的       

    方程形为  
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3、精确平稳解 



 式中 ，       ,2D为    的强度矩阵，    

    为修正后拟线性阻尼系数。与（5）相
应的FPK方程形为  

   
                          (6) 

 
  p为[QT,PT]T的转移概率密度 ,            。
鉴于求（6）之瞬态解极为困难，一般求
（6）之平稳解，即      时的平稳FPK  
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  方程（6）之解，亦即当系统达到统计平
衡时之解。 

     已经证明，（6）之平稳解的泛函形
式取决于与（5）相应的哈密顿系统的可
积性与共振性。当该哈密顿系统不可积
时，其解形为 

   
                                                                 (7) 
 

  式中C为归一化系数。当该哈密顿系统可
积非共振时，（6）之平稳解为  

( , )( , exp[ ( )] |p C λ == − H H q pq p) H



                                                                  (8) 
 或  
                                                                  (9) 
 

式中                          为相应哈密顿系统的 

个独立、对合的首次积分组成的矢量。当 

相应哈密顿系统为可积共振时，（6）之平 

稳解分别为  

( , )( , exp[ ( )] |p C λ == − H H q pq p) H

( , )( , exp[ ( )] |p C λ == − I I q pq p) I
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                                                                  (10) 
  式中               ，      为成共振关系的

各自由度的角变量组合。类似地，当相
应哈密顿系统为部分可积非共振与共振
时，（6）之平稳解为  

                                                                 
                                                                  (11) 
  与 
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  式中                                         , 
                        ，            。   为不可积部分
之哈密顿量。（7）—(12)中，势函数  
的具体形式由（6）确定。 

     解（7）形同统计力学中气体运动的 
Maxwell-Boltzmann 分布，具有能量等
分之性质，即各自由度之间的能量比是 

  固定的，随机激励与阻尼只能控制系统 

( , exp[ ( , )]rp C Hλ ′= −q p) I', ψ

1 2
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 总能量的概率分布，因此称为能量等分解。
而（8）－（12）为能量非等分解，随机
激励与阻尼不仅可控制系统总能量的概
率分布，还可调配各自由度之间的能量
比。国际上，直至上世纪90年代初，所
得到的精确平稳解皆属能量等分解，能
量非等分解乃由我们首先得到。 

     法国Soize将陀螺力看成作用在系统
上的外力，且未考虑到哈密顿系统的可
积性，因此，他得出了陀螺力对系统的
随机响应无影响的结论。我们将陀螺力 



  看成哈密顿系统的一部分并区分不可积与可积
情形，得出结论：当包含陀螺力在内的哈密顿
系统为不可积时，陀螺力确实不影响系统的随
机响应；当该哈密顿系统为可积时，陀螺力影
响响应的概率分布，但总能量的均值保持不变，
从而纠正了Soize的不正确结论。 

      德国Ebeling给出的随机正则耗散系统 

 

 

  

  的精确平稳解是(7)的特殊情形。 
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     当得不到上述形式的精确平稳解时，可
应用等效非线性系统法。该法的基本思想
是，对一给定无精确平稳解之系统，寻求
一个具有精确平稳解同时其性态与给定系
统性态在某种统计意义上很相近的等效系
统，以该等效系统的精确平稳解作为给定
系统的近似平稳解。  

4、等效非线性系统法 



    设给定系统的   方程形为 

 
                                                                    (13)  
 

 
  与具有精确平稳解的系统（5）的哈密顿
结构及随机激励相同，仅拟线性阻尼系
数不同。等效非线性系统法的任务就是
由给定   求   ，使（5）具有精确平稳  
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    解，同时使（5）与（13）之差在某种统计意
义上为最小。为此，提出了三种等效准则：一
是原系统与等效系统的阻尼力之差的均方值最
小；二是两系统的阻尼力所消耗的能量之差均
方值最小；三是两系统首次积分的平均时间变
化率相等。 

      在实际执行等效非线性系统法时，可不必
求  ，而直接求等效非线性系统法的精确平稳
解。由于该解取决于相应哈密顿系统的可积性
与共振性，因此，在应用该法之前，需先确定
与给定系统（13）相应的哈密顿系统属于五种
情形中的哪一种。这种方法的好处是可直接给   

 
  

ijm



   出解析形式的近似平稳解。例如，设与（13）
相应的哈密顿系统为不可积，相应的等效系统
精确平稳解形为（7）。根据上述第一种等效
准则，可推出 

 

                                      

                                       (14) 

 

 

 

     在上述等效非线性系统法中，等效系统与
原系统不仅具有相同的哈密顿结构（非线性刚  
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  度）与随机激励，而且用一个等效非线
性阻尼代替原非线性阻尼，等效非线性
系统保留了原系统的非线性特性。因此，
该法可应用于具有本质非线性特性的随
机系统。这是等效非线性系统法与等效
线性化的的本质差别。 

     对哈密顿系统五种情形，都给出了高
斯白噪声激励下耗散的哈密顿系统的等
效非线性系统及其平稳解。通过与数字
模拟解比较表明，此法具有比较好的精
度。   



     设系统（1）在一个周期量级的时间内，

随机激励输入系统的能量与阻尼消耗能量
之差与系统本身总能量相比为小，(1)就称
为拟哈密顿系统。数学上，常设  、ui       
及     同为  阶小量， 为一小参数，从
而拟哈密顿系统运动方程形为   

ijc

ik jkσ σ ε ε

5、拟哈密顿系统随机平均法 



 
                                                                         (15) 
 

 

  在拟哈密顿系统中，广义位移与动量为快变过
程，而原哈密顿系统中的首次积分为慢变过程。
按随机平均原理，慢变过程近似为扩散过程，
可用平均方程或FPK方程描述，平均方程的维

数与形式取决于相应哈密顿系统的可积性与共
振性，也取决于随机激励的性质。  
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    先设（1）中   为白噪声。在不可积

情形，只有哈密顿量是一个慢变过程，
因此，平均   方程是一维的， 

                                                                 (16) 
  式中B(t)为单位Wiener过程，漂移系数m
与扩散系数  可按一定公式从原系统的
系数求出[9]。其平稳解为 

 

                                 (17)  
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 原系统的平稳概率密度近似为[9]  
              
                                                              (18) 
  当相应哈密顿系统为可积非共振时，原
哈密顿系统的n个首次积分变成拟哈密顿
系统中n个慢变过程，此时，平均   方
程是n维的，  

                                                               (19) 
 式中   为独立单位Wiener过程，  
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 可按一定公式由原方程系数得到[10]。与
（19）相应的FPK方程，只含概率势流而
无概率环流，如有精确平稳解，则属平
稳势类，从而更易求得平稳解。（19）
之平稳解形为 

                                                                
                                                               (20) 
 

 式中指数内为线积分，      可从与（19）
相应的FPK方程求得,并需满足  
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 协调条件                   . 。根据
H与q、p关系还可由（20）得原系统近
似平稳概率密度p(q,p)。 

     当相应哈密顿系统为可积而共振时，
除了n个作用量  外， 个成共振关系的
角变量的组合        在拟哈密顿系统
中也是慢变过程。因此，平均   方程形
为 

     
                                                              (21) 
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  类似于可积非共振情况，（21）的平稳
解形为  

                                              
                                                                   (22) 
 

             可从与（21）相应的平稳
FPK方程求得，也要满足相容条件。还
可由（22）经变换得到原系统的近似平
稳概率密度 p(q,p)。 
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      在部分可积非共振与部分可积共振情
形，可分别按可积非共振与可积共振情
形类似的方法得到平均方程与相应平稳
解。 

     在白噪声激励情形，拟哈密顿随机平
均方程的维数等于相应哈密顿系统独立、
对合首次积分个数与（内）共振关系个
数之和。显然，由拟哈密顿系统随机平
均法给出的平稳解的形式与3中给出的精
确平稳解是一致的。特别是，当原系数
有精确平稳解时，随机平均法给出完全
一样的平稳解。   



     当拟可积哈密顿系统受宽带随机激励
时，也可得到类似于白噪声激励情形的
平均   方程，方程维数也一样，只是其
系数的表达式不一样。若在随机激励中
除白噪声与（或）宽带过程外，还含有
谐和激励，那么，除了上述内共振外，
还可能发生外共振或组合共振。此时，
平均   方程的维数就等于独立、对合首
次积分数与内、外共振关系数之和。当
随机激励含有窄带随机激励，例如有界 
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  噪声时也有类似结论。  
     上述各种情形随机平均法之解皆已用
数字模拟解证实，具有良好精度。鉴于
随机平均方程比原方程简单、维数低、
慢变过程为扩散过程，且与等效非线性
系统法一样，能反映原系统的非线性特
性，因此，可用平均方程代替原方程研
究随机稳定性、分岔、首次穿越及最优
控制。  



例，采用PBD模型来描述DNA的热变性，DNA的运动方程
为 
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ξi (t)是独立互不相关的单位强度Gauss白噪声 
根据涨落耗散定理，有 BD k Tγ=

应用拟不可积哈密顿系统随机平均法，得到： 



碱基对平均能量的稳态概率密度 



例，考虑在 Gauss白噪声激励下非线性阻尼耦合的van der 
Pol振子与Duffing振子，其运动方程为  
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运用可积哈密顿系统随机平均法 

系统的平稳均方位移  



例，考虑在Gauss白噪声激励下四自由度非线性系统  
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运用拟部分可积哈密顿系统随机平均法 



共振情形系统的首次积分的平稳概率密度: 
(a).随机平均法结果；(b)数值结果  

(a) (b) 



   6.1 随机稳定性  
      

    对拟哈密顿系统（15），可通过求其平
均   方程的最大Lyapunov指数确定平凡解
概率为1渐近稳定性。对拟不可积哈密顿系
统，以   作范数，求解得Lyapunov指数  

ˆIto

1
2H

6、随机稳定性与分岔 



               
                                                              (23) 
 

  式中“ ′ ”表示导数。由     得概率为
1渐近稳定的充要条件。此外，由平均方
程H(t) 在H=0与H为有限值或无穷大处的边
界的类别也可判定平凡解的概率为1渐近
稳定性。一般，由Lyapunov指数     得
到的是局部稳定条件，而由两端边界类
别得到的则是全局或大范围稳定性条件。  
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    对非共振拟可积哈密顿系统，取平均       

    方程（19）的线性化方程，设  
 作变换  
                                                                 (24) 
 
  可用   微分规则由（19）得到关于  、  
的方程。最大Lyapunov指数表达式为 

                                (25) 

  
 

ˆIto
n

i
i 1

H H
=

=∑

1 2 1ln ln
2 r rH H H Hρ α= = =，　

ˆIto ρ iα

( ') ( ') '1 Q p dλ = ∫ α α α



  式中                ，   为  的漂移
系数，   为   的平稳概率密度，通过
求解与  的   方程相应的平稳FPK方程
得到。 

    对共振拟可积哈密顿系统，设 

 作变换  
                                                               (26) 

 
 可从平均   方程（21）导得如下最大

Lyapunov指数表达式  
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                                                                            (27) 

      对非共振与共振拟部分可积哈密顿系
统，也可分别导出类似于（25）与（27）
的最大Lyapunov指数表达式，从而得到
概率为1渐近稳定的充要条件。 

6.2  随机分岔   
     随机分岔理论研究动态系统族的定性
性态随参数的变化而发生的变化。随机
分岔分成两类：动态分岔即D-分岔与唯 

( ', ) ( ', ) '1 Q p d dλ = ∫ α ψ α ψ α ψ



  象分岔即P-分岔。D-分岔研究动态系统

的不变概率测度的稳定性随参数变化而
发生的变化，用（最大）Lyapunov指数
符号变化来判别。P-分岔乃研究平稳概

率密度的峰的个数与形态随参数的变化
而发生的变化，可通过对平稳概率密度
作极值分析来判别。 

     对拟哈密顿系统，在平凡解处不变概
率测度的D-分岔参数值，可令其平均  ˆIto



  方程的最大Lyapunov指数（23）、
（25）、（27）等于零得到。而P-分岔参

数值可从对上述精确平稳概率密度，用
等效非线性系统法，或用拟哈密顿随机
平均法得到的近似平稳概率密度作极值
分析得到。 

     对拟不可积哈密顿系统，由（18）
对  、  求导并令导数为零，可知，峰
值一般在       的H 值上。据此，由
p(H)在H=0处的渐近表达式可得发生P-分
岔的参数值[15]。  

iqip
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     对拟哈密顿系统，平均后的慢变过程为
扩散过程，因此，可用扩散过程模型确定
首次穿域损坏的概率。对拟不可积哈密顿
系统，平均哈密顿量为一维扩散过程，条
件可靠性函数      满足一维后向
Kolmogorov方程   

( )0|R t H
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    在适当边初值条件下求解式（28)可得
可靠性函数，然后用 
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  得寿命条件概率密度与条件矩。  
     对其他情形的拟哈密顿系统，在平均
方程基础上，易写出条件可靠性函数满
足的后向Kolmogorov方程及相应初、边

值条件。原则上可通过数值求解得首次 
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  穿域损坏的概率或统计量。如前所述，
不仅平均方程维数比原方程低，而且平
均方程中不含概率环流项，因此，求解
平均后的后向Kolmogorov方程要容易得
多。此外，在宽带、宽带加谐和或窄带
激励情况，原系统响应不是扩散过程，
不能直接应用上述扩散过程理论方法。
而经应用哈密顿系统随机平均法后慢变
过程变成扩散过程，可应用上述扩散过
程理论方法，这大大有助于多自由度非
线性随机系统首次穿域损坏问题的解决。  



8、小结 

 建立了一套非线性随机动力学的哈密顿理论体系。将该

理论扩展到广义哈密顿系统，含有时滞、滞迟及分数型导
数的系统；随机激励类型扩展到非高斯噪声等情形。 

 提供了一系列求解非线性随机动力学系统，尤其是多自

由度强非线性系统的响应、稳定性、分叉以及可靠性的理
论方法。 

需进一步研究： 

 发展求解高维FPK方程、后向Komogolve方程的近似和数值
方法 

将该理论应用到生物、工程以及金融等领域 



二、拟哈密顿系统的非线性随机 

最优控制 



1、引言 

2、拟哈密顿系统的非线性随机最优控制 

3、部分可观测系统的随机最优控制 

4、最优有界控制 

5、时滞控制系统的动力学、补偿及最优时滞控制 

6、非线性随机最优控制的鲁棒性 

7、不确定拟哈密顿系统的随机最优控制 

8、小结 



1、引言 

    高层建筑、大型桥梁、海洋平台等在强风、强震、海
浪等作用下将产生强烈的非线性随机振动，需要进行控制 

 工程结构的非线性随机振动需要进行控制。 
 

迄今已有70余座高层建筑、电视塔及桥梁等大型结构上安装了各类振动控制
装置。  



    车辆在地面或轨道不平顺作用下、航天器在喷气噪
声、大气紊流等作用下将产生强烈的非线性随机振动同
样需要进行控制 



 

 结构控制研究现状。上世纪60年代以来，结构振动的主动
与半主动控制进行了许多研究1,2，然而，这些研究基本上
采用线性反馈控制策略，而且往往不考虑振源的随机性 
 

 研究随机最优控制的方法。上世纪60年代以来，数学界在
随机最优控制的基本理论方面进行了许多研究，发展了随
机动态规划原理与随机极大值原理，证明了解的存在唯一
性，等等，但主要应用于金融、经济及管理等领域 

1. Soong TT. Active Structural Control: Theory and Practice, New York:    
    Longman Scientific &Technical, 1990. 
2. 欧进萍。结构振动控制－主动、半主动和智能控制，北京：科学出版 
    社，2003。 



工程结构 受控拟哈密顿系统 
离散 

受控部分平均伊藤微分方程 

确定最优控制规律 

动态规划方程 极大值原理 

响应 

FPK Lyapunov 后向
Kolmogrov 

Pontryagin 

随机平均法 

基本思想 

稳定性 可靠性 首次穿越时间
的各阶矩 



2. 拟哈密顿系统的非线性随机最优控制 

响应最小化控制的目的是设计一个反馈控制策略
使系统响应达到最小. 

我们已经研究了三类随机最优控制问题: 响应最小
化控制，反馈稳定化及首次穿越损坏的反馈最小
化. 

2.1  2.1 响应最小化 
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考虑完全可观测拟不可积哈密顿系统的随机最优
控制问题.  
     控制系统方程为 

(1) 

性能指标为 

(2) 
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部分平均的受控系统为  

根据随机动态规划原理，得到如下动态规划方程 

(3) 

(5) 

(4) 

部分平均的性能指标为 



如果                                       , 则最优控制力为 
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对于半无限长时间区间上的控制问题，性能指标
为 

此称为遍历控制，可类似得到其最优控制力和相应 
的响应统计量. 

将ui*代入(5)式得到最终动态规划方程，解此方程
得到最优控制力。将得到的最优控制力u* 代入(3)
式，完成平均并求解与完全平均Itô方程相对应的
FPK方程，得到最优控制系统的响应的统计量. 
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如果控制力为有界，即         , 那么性能指标与u无关 
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则最优控制为bang-bang控制，此时不必求解动态
规划方程就可确定最优控制力。然后可以得到相
应的响应统计量. 

(8) 
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衡量一个控制策略可以用以下两种准则：控制效
果K和控制效率µ 
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受控系统方程为 

例：水平与垂直地面运动激励的滞迟柱的非线性随机
最优控制 



目前研究随机参激系统的稳定性问题一般用最大
Lyapunov指数. 

反馈稳定化控制的目的是设计一种控制策略使得
最大Lyapunov指数最小，并且为负. 

2.2 反馈稳定化 
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考虑如下拟不可积哈密顿系统的遍历控制问题. 

式中L将由最大Lyapunov指数为最小确定. 

(11) 

 性能指标 

(12) 

受控系统的运动方程 
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部分平均的系统运动方程为 

最大 Lyapunov指数 

(13) 

(15) 

部分平均的性能指标为 
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最优控制系统与未控系统的最大Lyapunov指数差
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选择函数 L 和最优控制力 u* 使得 λ1
c最小 . 

(17) 
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系统运动方程 

例:考虑Gauss白噪声参激下非线性耦合的两个van 
der pol 振子的稳定性. 
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首次穿越损坏反馈最小化控制的目的是设计一种控制策
略使得可靠性函数或平均首次穿越时间达到最大。 

(18) 

性能指标 
(19) 

2.3首次穿越损坏的反馈最小化 

考虑拟不可积哈密顿系统的可靠性函数最大化控制问
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部分平均的系统方程 

根据随机动态规划原理，得到如下动态规划方程 
 

(20) 

(22) 

部分平均的性能指标 

(21) 



假设控制力为有界            , 则最优Bang-bang控制力为 i iu b≤

* sgn( )i i iu b Q= −  1, 2, ,i n= ， 

4 [ ( , )]J E Hτ= u

平均首次穿越时间为目标的随机控制问题的性能
指标为 

将u* 代入前面的动态规划方程并求解该方程得到最
优控制系统的可靠性函数. 

(23) 

(24) 

同样可以得到最优控制力和相应的平均首次穿越时
间. 



例: 3自由度拟部分可积哈密顿系统的可靠性函数 
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 实际应用中，系统的状态往往是通过带有噪声的非
直接测量经滤波估计得到的，因此系统状态是部分可
观测的. 

  部分可观测最优控制包括滤波与最优控制. 

3. 部分可观测系统的最优控制  

  对线性系统与线性观测方程，可应用分离原理将部
分观测系统的最优控制问题转化为完全可观测系统的
最优控制问题来求解. 

3.1  线性系统与线性观测方程 



 对非线性受控系统与（或）观测方程，转化后的
完全可观测系统一般是无限维的，难以求解。   

 根据Charalambous与Elliott的定理，将非线性部分
可观测系统的随机最优控制问题转化为有限维的线
性的完全可观测的随机最优控制问题的最优控制策
略. 

3.2 非线性受控系统与（或）观测方程  



1[ )] ( )d dt dt d t= + + +X AX G(X u C B

0

[ ( , ) ( ( ))]
t f

fJ E L d tτ Ψ= +∫ uX X

2 3 1d [ ( )]d d d ( ) d ( )t t t t= + + + +Y DX E X Fu C B C B

考虑部分可观测非线性系统的最优控制问题 

观测方程 
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性能指标 
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受控系统方程 
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将控制力u分成u1和u2两部分，选择u1满足一定的条件。
然后根据Charalambous and Elliott的原理，将部分观
测非线性系统的最优控制问题转化为完全可观测线
性系统的最优控制问题。 
 

        转化后的系统方程为 

(28) 

相应的性能指标为 

(29) 
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应用上述完全可观测系统的最优控制策略得到最
优控制力为 
 

总的最优控制力为  *= +*
1 2u u u

(30) 



例：高斯白噪声激励下的Duffing振子的遍历控制 

        系统方程为 

 

观测方程为 1 1( )Y X e tξ= + 

3
1 1 1 1 ( )X cX aX bX e t uξ+ + + = + 



4. 最优有界控制 

 实际应用中，由于执行器饱和，使得控制力必
为有界 .  

 然而Bang-Bang控制策略具有控制效率较低和
产生颤振等缺点 .  

 处理饱和问题的一种方法是bang-bang控制，其
最优控制力形为 
 * sgn( ), 1, 2,i iu b Q i n= − =



4.1 Bang-bang控制 



为了改进bang-bang控制策略，我们提出与发展了
计及执行器饱和的拟Hamilton系统的非线性随机
最优控制策略。  
 
考虑如下受控拟哈密顿系统:  
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4.2 最优无界控制与bang-bang控制结合 



部分平均的系统方程 
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对有限时间区间的控制，部分平均的性能指标为 
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对半无限长遍历控制，部分平均的性能指标为 
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对计及执行器饱和问题，控制约束形为  

最优饱和控制力为 
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例：随机激励下的单自由度Duffing振子 
 
               受控系统的方程为 

3 ( )X cX aX bX W t u+ + + = + 

控制效果 控制效率 



饱和控制力 Bang-bang 控制力 



5. 时滞控制系统的动力学、补偿及最优时滞
控制 

 由于系统的测量与滤波，控制力的计算与执行
均需一定的时间，因而时滞是不可避免的.  

  具有时滞状态反馈的控制力，多数情况下会降
低系统的控制效果和控制效率，增加控制成本，
甚至可能引起系统的失稳.  

 我们运用随机平均法研究了具有时滞控制的拟
可积哈密顿系统的稳定性与响应及其补偿。 



考虑如下n自由度具有时滞控制的拟可积哈密顿系统  
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假设相应的哈密顿系统具有一族绕原点的周期解，解的形式
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5.1 具有时滞控制的拟可积哈密顿系统的动力学 



对小的时滞时间      ，有如下近似式 
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具有时滞的控制力可以表示为非时滞的形式，从而得
到非时滞的拟可积哈密顿系统的Itô随机微分方程 
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运用拟可积哈密顿系统的随机平均法，可以得到时滞
对受控系统响应的影响。 
   

(42) 
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例：高斯白噪声激励下的具有时滞线性反馈控制的单
自由度van der Pol振子 

运动方程为 
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最大 Lyapunov指数  

例:两个线性振子通过非线性阻尼与随机激励相耦合，并具
有时滞反馈控制 
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具有时滞反馈bang-bang控制的n自由度拟可积哈密顿系统  
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P
H HP c u P f W t
Q P

i j n k m

τε ε ε

′∂
=
∂

′ ′∂ ∂
= − − + +

∂ ∂

= =





时滞的bang-bang控制力  可近似表示成无时滞控制力  ( )i iu Pτ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) cos cos sgn ( )i i i i i i i i i iu P u P t u P t b P tτ τ ωτ ωτ= − = = −

（43）  

（44）  

5.2 具有时滞控制的拟可积哈密顿系统的补偿 



时滞反馈控制的补偿方法  

(1) 改变控制力幅值法：  

假设补偿后的时滞控制力与无时滞的理想控制力相等  

( ) ( ) 1, 2,..., .i i i i ig u P u P i nτ = =

求得补偿后的控制力幅值为  

/ cosci i i i ib g b b ωτ= =

即改变bang-bang控制力的幅值，可以对时滞控制进行补偿
，提高具有时滞控制力的控制效果  

（45）  

（46）  



(2)、改变时滞时间法：  

可以主动增加时滞时间，来达到提高控制效果的目的  

现仍假设补偿后的时滞控制力与无时滞的控制力相等，
补偿后bang-bang控制力的大小不变，即   ，而时滞
的时间为变量    ，有 

| | 1ig =

ciτ cos 1/ 1i ci igωτ = = ±

控制后的时滞时间  

(2 1) / , 1, (2 / , (2 1) / ],
(2 2) / , 1, ((2 1) / , (2 2) / ],

0,1, 2,...

ci i i i i

ci i i i i

n g n n
n g n n

n

τ π ω τ π ω π ω
τ π ω τ π ω π ω

= + = − ∈ +
 = + = ∈ + +
 =

本方法不增加控制的成本，即不改变控制力幅值大小，就可
达到很好的控制效果。  

（47）  



例、两个线性振子通过线性与非线性阻尼相耦合，受互不相
关的高斯白噪声激励，且受时滞反馈bang-bang控制  

2 2 2
1 11 1 12 2 1 1 1 2 1 1 1 1

2 2 2
2 21 1 22 2 2 2 1 2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

X X X X X X X u W t

X X X X X X X u W t
τ

τ

α α β ω

α α β ω

+ + + + + = +

+ + + + + = +

   

   

具有时滞的bang-bang反馈控制可近似为  

( )cos sgn , 1,2.i i i iu b P iτ ωτ= − =



(a)  的概率分布  1X (b)  的概率分布  2X

时滞             时改变控制力幅值的补偿方
法位移的概率分布   

2τ =

UC:无控制力   
TC:时滞bang-bang反馈控制力   

CMA:改变控制力幅值进行时滞补偿   
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(a)  的概率分布  1X (b)  的概率分布  2X

时滞             时改变时滞时间的补偿方法
位移的概率分布    

2τ =

UC:无控制力   
TC:时滞bang-bang反馈控制力   

CMT:改变时滞时间的补偿方法   
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考虑如下具有时滞控制的n自由度拟可积哈密顿系统 

1/ 2 ( )

i
i

i ij i ik k
i j

HQ
P
H HP c u f W t
Q P τε ε ε

′∂
=
∂

′ ′∂ ∂
= − − + +

∂ ∂





首先，运用(41)式将时滞控制力uiτ用非时滞的控制
力ui代替，运用随机平均法与动态规划原理，得到
非时滞状态最优控制力 

* 11 ( )
2i ij j

j

Vu P
H

− ∂
= −

∂
R

(48) 

(49) 

5.3 拟可积哈密顿系统的最优时滞控制 



当受控系统有时滞时，式(44)中的H和P均被时滞状态变量
Hτ和Pτ来代替，其控制效果会由于时滞的存在而变差。 

根据关系式(41)，状态变量Pj可用时滞状态变量的函数代
替，得最优时滞控制力为 

* 11( , ) ( ) ( , )
2i ij j

j

Vu P
H

τ
τ τ τ τ τ

τ

− ∂
= −

∂
Q P R P Q (50) 



例：两个线性振子通过线性与非线性阻尼相耦合，具
有时滞反馈控制。 

受控系统方程 
2 2

1 11 1 12 2 1 1 1 2

1 1 1 1 1

2 2
2 21 1 22 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2

( )
( )

( )
( )

X c X c X b X X X
k X u eW t

X c X c X b X X X
k X u e W t

τ

τ

+ + + +
+ = +

+ + + +
+ = +

   

   

研究上述最优时滞控制方法的有效性。 

(51) 



最优时滞控制与不考虑时滞的控制策略的控

制效果、控制效率与稳定性  



 在发展上述控制策略时，乃假定系统的参数为
常数，随机激励也是完全已知的 . 

6. 非线性随机最优控制的鲁棒性 

 实际上，系统与激励模型及其参数不一定能准
确代表实际情况，系统与激励在运行过程中也可
能会发生变化，因此，必须考虑系统与随机激励
的不确定性 .  

 我们研究了含不确定系统参数与激励的拟哈密
顿系统非线性随机最优控制的鲁棒性 .  



考虑如下具参数不确定性的受控的拟Hamilton系统  
 

当不确定参数向量s被其均值   取代，式（52）称为
名义系统。名义系统的等价Itô随机微分方程为  

( , , )d d

( , , ) ( , , )d [ ( , , ) ( , )]d

        ( , , )d ( )
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∂
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∂
∂ ∂
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Q P s

Q P s Q P sQ P s Q P

Q P s

(52) 

(53) 

( , , )d d
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i
i

i ij i
i j

ik k

HQ t
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H HP m u t
Q P

B tσ

∂
=

∂
∂ ∂

= − + −
∂ ∂

+

Q P s

Q P s Q P sQ P s Q P

Q P s

s



对名义系统和性能指标运用上述最优控制策略，得到如
下最优控制力 

 
1 ( , , )1 ( ( , , ))( )

2
r

i ij
j r

H Vu
P H

∗ − ∂ ∂
= −

∂ ∂
Q P s H Q P sR

将最优控制力代入(52)式。然后便可得到受控系统(52)
的响应统计量。 

(54) 

假设不确定参数s具有高斯概率密度p(s). 引进受控均方
根响应、控制效果和控制效率的变差系数对不确定参
数变差系数的敏感性作为鲁棒性评价指标，对非线性
随机最优控制的鲁棒性进行分析. 



例：考虑一个具不确定参数的受控的随机激励的杜
芬振子  

          系统的运动方程为 

3

,
( )

Q P
P aQ bQ cP u e tξ

=

= − − − + +





式中，a为线性刚度；b为非线性刚度；c为阻
尼系数；e为激励幅值。它们均为具高斯分布
的随机变量。  



控制效果(K)和控制效率(µ)的均值(m)，以及受控
均方根响应(      )、控制效果(K)和控制效率(µ)的
变差系数(σ/µ)随不确定参数a的变差系数的变化  

2[ ]cE Q



考虑如下受参数和外部扰动的受控的拟Hamilton系
统  

( , ) d d

( , ) ( , )d [ ( ( , ) ( )) ( , )

        ( ) ( ) ( )]d ( , )dB ( )
, 1, 2, , ;  1, 2, , ;   1, 2 ,

i
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i ij ij i
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H HP m c t u
Q P

s t g w t t t
i j n k m l p

σ

∂
=

∂
∂ ∂

= − + + −
∂ ∂

+ − +
= = =

Q P

Q P Q PQ P Q P

Q Q P



 

  

对于半无限时间区间上的遍历控制，性能指标取
为如下形式  

 

 0

1( , , , ) lim ( ( ), ( ) )df

f

t

l ij i i t
f

J s c w u L t t t
t→∞

= 〈 〉∫ H u  

(55) 

(56) 

7. 不确定拟哈密顿系统的随机最优控制 

7.1 响应最小为目标的极大极小控制 



寻求最坏情况下最优控制的目标通过求解如下的随
机微分对策问题实现  

, ,
min max ( , , , )l ij i is c wl ij i

J s c w u
u   

  

即  

* * * * * * * *( , , , ) ( , , , ) ( , , , )l ij i i l ij i i l ij i iJ s c w u J s c w u J s c w u≤ ≤        

应用最优性原理得到Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) 方
程如下  

, ,

2

inf sup { ( ,  ) [ ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ]
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r
r i l il ij i
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∂
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∂ ∂

u
H u H Q

H H

  

  

(57) 

(58) 

(59) 



最坏情况扰动由式（59）的右边对                和       取极
大得到  

( )iw t

* 0

* 0

* 0

( ) sgn[ ( ) ]    (no summation with respect to )

( ) sgn[ ]       (no summation with respect to , )

( ) sgn[ ]                (no summati
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

 on with respect to )i

最优控制力为  
11 ( )

2
r

i ij
j r

H Vu
P H

∗ − ∂ ∂
= −
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R

(60) 

(61) 

将(60)与(61)代入方程(59)，求解最终HJI方程得到                

最终得到最坏扰动和相应的最优控制力的表达式。 

/ rV H∂ ∂

( ),   ( )  ij lc t s t 



例：考虑一个受参数和外部扰动的受控的随机激励的
杜芬振子， 

       其运动方程为  

3

,

[ ( )] [ ( )] [ ( )] ( ) ( )

Q P

P a a t Q b b t Q c c t P u e t w tξ

=

= − + − + − + + + +






  

                       为参数扰动，     为外部扰动  ( ), ( ), ( )a t b t c t

  ( )w t



最坏情况最优控制的效果(K)和效率(μ)随控制参数
s2的变化  



7.2 不确定拟哈密顿系统的反馈稳定化 

考虑如下受参数扰动的受控的拟Hamilton系统  

对于半无限时间区间上的遍历控制，性能指标取
为如下形式  

 

 0

1( , , , ) lim ( ( ), ( ) )df

f

t

l ij i i t
f

J s c w u L t t t
t→∞

= 〈 〉∫ H u  

(62) 

(63) 

' '

( , ) 

( , ) ( , )[ ( , ) ( )] ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

i
i

i ij ij i ik k l il
i j

HQ
P

H HP c c t u f t s t g
Q P

ξ

′∂
=

∂

∂ ∂
= − − + + + −

∂ ∂

Q P

Q P Q PQ P Q P Q P Q





 

式中L将由最大Lyapunov指数为最小确定. 



运用最优性原理，得到最坏情况扰动 

相应的最优控制力为  

(64) 

(65) 

将(64)与(65)代入方程(62)，求解最终HJI方程得到                

最终得到最坏扰动和相应的最优控制力的表达式。 
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最坏扰动下最优控制系统完全平均的系统运动方程为 

(66)    d ( , ) [ ( ( , ))]d ( ( , ))d ( )worst c
r r rk kH m t B tσ= +Q P H Q P H Q P

引入变换 

1
ln 2,    / ,   ( , )

n

r r r
r

H H H H Hρ α
=

= = = ∑ Q P

得到关于ρ与α的方程 

d ( )d ( )d ( )

d ( )d ( )d ( )
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Q t B t

m t B t
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α σ

= + Σ

= +

αα

αα
最大Lyapunov指数表示为  

1 ( ) ( )dQ pλ = ∫ ααα

(67) 

(68) 

(69) 

选择函数 L 和最优控制力 u* 使得 λ1最小 . 



例、考虑一个受参数扰动的受控的参数（乘性）激励作用
下的杜芬振子，其运动方程为 

3

,

[ ( )] [ ( )] [ ( )] ( )

Q P

P a a t Q b b t Q c c t P u aQ tξ

=

= − + − + − + + −






 

最大Lyapunov指数随激励强度D的变化  



在随机平均法和随机动态规划原理的基础上，发展
了拟哈密顿系统的一系列非线性随机最优控制策略. 

 

此类控制策略的优点：能应用于随机激励的多自由
度强非线性系统；随机平均法使方程的维数降低并
使得扩散矩阵非退化，简化了动态规划方程的求解；
控制效果和效率比LQG法更好；该控制策略对系统
不确定参数具有很好的鲁棒性. 

 

为将这些控制策略应用于工程实际，还有很多的工
作要做. 

 

8、小结 



谢谢大家！ 
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